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Résumé de cours: Calcul différentiel

13 novembre 2009

Blague du jour

Pendant une conférence de presse tenue a la Maison Blanche, le président George W.Bush
accuse les mathématiciens et les informaticiens des Etats- Unis de promouvoir le pro-
gramme démocratique.

«Tous les départements de mathématiques, ou du moins d’informatique proposent une
introduction aux AlGore-ithmes, déplore-t-il. Mais pas un seul enseigne les GeorgeBush-
ithmes...»

Mathématicen du jour Schwarz.

Hermann Amandus Schwarz, (1843-1921) est un mathématicien alle-
mand. Ses travaux sont marqués par une forte interaction entre 1’analyse
et la géométrie.

Il a travaillé sur des sujets allant de la théorie des fonctions a la géométrie
différentielle en passant par le calcul des variations.
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1 Différentielle d’'une application

1.1 Dérivation vectorielle.

Définition 1 .
Soit f : I — FE ou I est un intervalle de R et £ un espace de Banach. Soit to € I.

t) — f(¢t
On dit que f est dérivable au point t; si et seulement si tlir? w
St —to

E, qu’on note par f’(ty) et qu’on appelle dérivée de f au point tj.

existe dans

Proposition 1 .
Une application f: ITCR — RP est dérivable en un point ¢ty € |

to— (1), fp(1))

si et seulement si toutes ses applications composantes f; : I — R sont dérivables en
to, dans ce cas f'(to)) = (f1(2),- -, f(1)).

Remarque 1 .
— Toute fonction dérivable en un point y est continue, la réciproque est notamment
en général fausse.
— L’application vectorielle ICR — R? est dérivable en un
—— — —
t — OM(t)=xz(t) i +y(t)]
point ¢y € I si et seulement si les applications coordonnées t — x(t) et t — y(t) sont

—
dOM
dérivables au point ¢y, dans ce cas : ‘_/(to) = T(to) = '(to)T + y(to)T.

Définition 2 . Soit f: I C R — RP et k € N*

— Par récurrence on définit la dérivée £k*™° de f au point ¢y € I de la facon suivante :
f est k-fois dérivables au point ¢; si et seulement si [ est (k — 1)-fois dérivable au
point ¢y et f*~1 dérivable au point ¢;, dans ce cas on pose

F® (o) = (##) (1)

— On dira que f est de classe C* sur I si elle est k-fois dérivable sur I, avec f(*)
continue sur /, ’ensemble de telles fonctions se note C*(I, ).

— On dira que f est de classe C*™ sur [ si elle indéfiniment dérivable sur I, I’ensemble
de telles fonctions se note C*(I, E).

Proposition 2 . Soient f,g: IC R— EF A€ K et k€ N*.

— Si f et g sont de classe C* sur I, alors f + \g est aussi de classe C* sur I.
En particulier, C*(I, E) est un K-espace vectoriel .

— Si f et g sont de classe C* sur I, alors f + \g est aussi de classe C* sur I.
En particulier, C*(I, F) est un K-espace vectoriel .

Théoreme 1 . Formule de Leibniz générale.
Soient f,g: I C R — RP de classe C" sur I et B : E x E — F (Banach) bilinéaire,
alors l’application I — F est de classe C*, avec

t — B(f(t),9(t))

n

B0 =3 (§ ) B (190.0 P 0).

k=0

Théoréme 2 . Inégalité des accroissements finis.
Soient f : [a,b] C R — RP continue sur [a,b], dérivable sur ]a, b[ telle que || f/(¢)|| < k sur
Ja, b, alors | f(b) — f(a)l| < k|b— al.
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1.2 Notion d’application différentiable.

Définition 3 .
Soit f: U C R” — R? ou U un ouvert de R"” et a € U. On dit que f est différentiable

au point a s’il existe une application linéaire ¢ € L(R",R?) tel que f(a + E)) — fla) =
é(ﬁ)) + o(||R]]), VE €R" tel que a + T eU.

L’application linéaire (qui est unique) Z(E}) s’appelle la différentielle de f au point a
appliquée au vecteur T et se note dfa(?), ainsi on a :

fla+ B) = fa) =dfa(B) +o(|B|), VE €R" tel que a+ & € U.

Remarque 2 .

— La notion de différentiabilité sur R généralise celle de la dérivabilité, plus
précisement si f : ] C R — RP et a € I, alors f est différentiable au point a
si et seulement si f est dérivable au point a avec df,(h) = h.f'(a), Vh € R.

— Toute fonction dérivable en un point y est continue, la réciproque est notamment
en général fausse.

— Soit une application linéaire f : R" — RP, alors [ est différentiable en tout point
a € R", avec df, = f.

Proposition 3 .
Soit f,g: U CR" — RP, A\c R et acU. Si f et g sont différentiables au point «a, alors
[+ Ag est différentiable au point a avec

A(f +7g)a(R) = dfa(R) + Mdga(T), ¥H € R™.

Proposition 4 .

Soit f: U CR* — RP, g: V C RP — RY tels que U et V ouverts et f(U) C V. soit
a € U. Si f est différentiable au point « et g est différentiable au point f(a), alors go f
est différentiable au point a avec

d(go fla(h) = (dg) ) o dfu( ), VH € R,

1.3 Matrice Jacobienne

Définition 4 .
Soit f : U ¢ R* — RP différentiable en un point a € U, sa matrice Jacobienne au
point a est la matrice notée J,f € M, ,(R), définie par la relation :

jaf = MB,B/ (dfa)

ou B, B’ sont respectivement les bases cononiques de R" et R?.

Proposition 5 .
Soit f,g: U CR® — RP, A\e R et ac U. Si f et g sont différentiables au point a, alors
[+ Ag est différentiable au point a avec

Ja(f +2Ag9) = Tuf + ATug

Proposition 6 .

Soit f: U CR” — RP, g: V C RP — R? tels que U et V ouverts et f(U) C V. soit
a € U. Si f est différentiable au point « et g est différentiable au point f(a), alors go f
est différentiable au point a avec

ja(g o f) = jf(a)g : jaf
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Remarque 3 .
Soit f: U Cc R" — R" différentiable en un point a« € U, alors 7,f € M,(R), dont le
déterminant s’appelle le Jacobien de f au point a.

2 Dérivées partielles.

2.1 Dérivée suivant un vecteur

Définition 5 . - - -
Soit f:UCR" —RP,acUe h €¢R"\{0}, alors 30 tel que a+th € UVt € [—¢,¢].
On dit alors que f admet au point a une dérivée suivant le vecteur E) si la fonction
o3t [-ee] — RP . est dérivable en 0, on pose alors
t — fla+th)

sz(a): (@Z’)/(O):}Lr% f(a-l-tf;)—f(a)

N
qu’on appelle dérivée de f au point a suivant le vecteur h.

Définition 6 .
Soit f: U CR® — RP,acU et (e1, - ,¢,) la base canonique de R". On dit alors que
f admet au point a une dérivée partielle par rapport a z; si et seulement si Dz f(a)
existe, dans ce cas on pose;

9f(a)

=Dz f(a
)~ Daf(@)
Remarque 4 .
af(a
— Soit f: U CR" — RP et a = (a1, ,a,) € U La dérivée partielle (J;( ) s’obtient
z;
en dérivant la fonction ¢t — f(a1, - ,a;—1,t,a;+1, - ,a,) au point a;, c’est a dire : on

fixe n — 1 variables et on dérive par rapport a ’autre variable.

—Si f:U CR" — R et continue en a et admet des dérivées partielles au au

8171'

voisinage de a, alors le Théoréme des Accroissements Finis (TAF) s’écrit

of
3xi

fla+ter) — fla) =t=——(a+ae;), tel que a €]0,t[.

Proposition 7 .
Si f:U Cc R" — RP est différentiable en un point a € U, alors f admet en a une
dérivée suivant tout vecteur h € R™, avec

dfa(W) = D f(a)

En particulier f admet des dérivées partielles en a.

2.2 Fonctions de classe C'.

Définition 7 .
Une application f: U C R — RP? est dite de classe C! en un point a € U, si f admet
au voisinage de a une dérivée suivant tout vecteur i € R", D~ f, continue en a.

L’ensemble des applications de classe C! sur U se note C!(U,RP).
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Théoréme 3 .

Si f:U Cc R" — RP admet au voisinage de a € U des dérivées partielles toutes

€T
continues en a, alors f est de classe C!, avec

D—f(a) = af hl, Vi _Zh e

h
=1

Théoréme 4 .
Si f:U CR” — R? est de classe C! en a, alors f est différentiable en a avec

dfu(7) = gf b, VT —Zh 2

=1

Proposition 8 .
— Si f,g: U C R® — RP sont de classe C! sur U et A € R alors f + \g est de classe C!

sur U, avec
0 - 8f

Ainsi C*(U,RP) est muni d’une structure de R-espace vectoriel .
— La composée de deux applications de classe C' est aussi de classe C'.

Théoreme 5 . Théoréme de composition.
Si f:UCR" — RP est declasseC' et v: ICR — U un

to— () = (@1(t),- - za(t))
chemin inclu dans U dérivable, alors fo~: I — RP est dérivable, avec

Z i 8:131 ()

Théoréme 6 . Changement de variables.
Sif:UCR?—RPet ¢: VCR>? — U sont de classe C!, alors
(w,v) — (2,9)

g(u,v) =fo cp(u,v) = f(xvy)

est de classe C!, avec

99 _ Oz 0f 0y Of
ou  Ou 356 au y
o9 _ ox of oy of
ov  Ov Oz 81} dy

Remarque 5 . Coordonnées polaires.
Si on pose x =rcosf,y =rsinf et g(r,0) = f(z,y), alors :

99 g, Of . of
= cos 6 % + sin 0 B_y
99 _ —rsinf of + rcosfd 97
o Ox oy
) . . of .
En résolvant ce systéme d’inconnues Iz et ddfy, on obtient :
x
af g sin 0

— = cos = - — =

g gr r 39

? _ sing g n cosf g

oy "B 00
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Théoreme 7 . Inégalité des accroissements finis.
N
Si f:U C R" — RP est de classe C! tel que IM > 0 vérifiant ||df,(h)| < k, Va €
— —
UVh € R" tel que a+ h € U, alors

If(a+ 1) — fa) <k|7|

Théoreme 8 . Inégalité des accroissements finis.
Soit f: U C R® — R” est de classe C! ou1 U ouvert connexe par arc, alors

f est constante si et seulement si df, =0, Va € U.

2.3 Gradient.

Définition 8 .

On rappelle d’abord que pour toute forme lineaire ¢ : R® — R, il existe un unique
vecteur @ € R” tel que cp(ﬁ) -7 h.

En particulier, si f: U C R” — R est différentiable en a € U, alors df, est une forme

linéaire sur R"”, pourlaquelle il existe un unique vecteur noté gradf(a) tel que :
— —_— —
df.(1) = gradf(a).

—_—
gradf(a) s’appelle le gradient de f au point a.

Remarque 6 .
n

Soit f: U c R® — R de classe C', pour tout a € U7ﬁ = Zhie_{ €R", on a: dfa(ﬁ) =
i=1

n
2} N
E ——h;, ainsi on conclut que :
—1 ox;
i=

. n af
grad f(a) = ; 5

Proposition 9 .
Soit f,g: U C R” — R de classe C! et A € R, alors f + \g et fg sont de classe C', avec

{grE:i(erAg)(a) = gradf(a) + Agradg(a)
grad(f-g)(a) = g(a)-gradf(a) + f(a)- gradg(a)

Définition 9 .

Soit f : U C R® — R de classe C', on appelle point critique ou stationnaire de f, tout
—_— —

point a € U vérifiant gradf(a) = 0.

3 Dérivées d’ordre supérieures.

3.1 Fonctions de classe C2.

Définition 10 .
On dit que f: U C R" — RP est de classe C?, si toutes ses dérivées partielles existent

et sont de classe C'.
On pose alors
o (ary a0 (o
0xdy  Ox \dy) ’ (0x)2 Oz \ Oz
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3.2

Théoréme 9 . Formule de Taylor-Young a l’ordre 2.

. 9 — _ —
Si f:U Cc R®™ — RP est de classe C*, alors pour tout a € U, h = Zhiei tel que a+ h €
i=1
U,ona:
— " of 0 f -
flat By=J@+ L hglo+ 3 grar@hhy +o (1)

i=1

>,)5n

En particuiler, il existe une application bilnéaire B : R" x R" — RP tel que

fla+ B) = f(a) = dfa(B) + BOE, H) +o0 (7))

Théoréme 10 . Théoréeme de Schwarz.
Si f:U CR® — RP? est de classe C?, alors pour tout ¢ € U, on a :
0% f 0% f
(a) = (a)
0x0dy Oyox

Théoréme 11 . Formule de Taylor-Young a l’ordre 2 en dimension 2.
— —
Si f:U Cc R? — RP est de classe C?, alors pour tout (a,b) € U, h = i +yj €
—
R? tel que (a,b) + h = (a+z,b+y) €U, on a:

of of 2 O*f *f 2 f 2
b+y)— b) =z—(a,b)+y—=(a,b b)+2 b b +
ek, by)=f(0,) = w75 0, D) by 0,0+ G (D)4 2555 (0D 7 (0, D)ol
Remarque 7 .
En un point critique (a,b), la formule précedente devient :
) 0°f o f o f

.f(a+va+y)_f(avb):x (avb)+0(x2+y2)

o 2
(@) + 20975 (0.5) +y

(0x)? (0y)?

Extrema des fonctions réelles.

Définition 11 .

Soit f:UCR" — RetacU:

— On dit que f admet au point ¢ un minimum local, s’il existe un voisinage de
a,V CU tel que f(a) < f(M), VM € V.

— On dit que f admet au point ¢ un minimum local strict, s’il existe un voisinage de
a,V C U tel que f(a) < f(M), VM € V.

— On dit que f admet au point ¢ un maximum local, s’il existe un voisinage de
a,V CU tel que f(a) > f(M), VM € V.

— On dit que f admet au point ¢ un maximum local strict, s’il existe un voisinage de
a,V C U tel que f(a) > f(M), VM € V.

— On dit que f admet au point ¢ un extremum local, s’il admet en ¢ un minimum ou
maximum local.

— On dit que f admet au point ¢ un extremum local strict, s’il admet en ¢ un minimum
ou maximum local strict.

Théoréme 12 .
Si f:U CR" — R de classe C' et admet en a € U un extremum local, alors

gr?if(a) =0.
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Remarque 8 .
La réciproque du théoréme précédent est en général fausse, toute fois on a le résultat
suivant :

Théoréme 13 .
, N
Soit f : U C R? — R de classe C' et (a,b) € U tel que gradf(a) = 0 (point critique),
on pose
92 f o2 f o2 f
= = —— t=—=—=(a,b).
r axay(a’? ) Y S (ax)Q (a7 ) ) (ay)g (a’? )

— Sir? —st<0ets>0,alors f admet en (a,b) minimum local strict.
Sir?—st<0ets<0,alors f admet en (a,b) maximum local strict.

Dans les deux cas, on dit que (a,b) est un point elliptique.

— Sir?2—st >0, alors f n’admet pas en (a,b) d’extrmum local, car f(z,y)— f(a,b) change
de signe au voisinage de (a,b).

On dit que (a,b) est un point hyperbolique, point col ou selle.

Si r2 — st = 0, on ne peut rien dire. On dit que (a,b) est un point parabolique.

Théoreme 14 . Extrema liés : la régle des multiplicateurs de Lagrange.
Soit f:UCR" — Ret f;: U — R, 1<i<pde classe C'. Soit V = {z € U tel que f; =
0, V1 <i<p}. Si fly admet un extremum local en un point a € V, alors

B LN
I(Ni)1<i<p tel que gradf(a) = Zgradfi(a).
i=1

Les coéfficients (\;)1<i<, s’appellent les multiplicateurs de Lagrange au point a.

3.3 Fonctions de classe C*, ot k € NU {oo}.

Définition 12 .

— Une application f: U C R" — RP? est dite de classe C’ en un point a € U, si elle est
continue en ce point.

— Soit k € N*, une application f : U ¢ R* — RP est dite de classe C* en un point

toutes de classe CF1

a € U, si f admet au voisinage de a des dérivées partielles 3
en a. i

— Une application f: U C R” — RP? est dite de classe C* en un point a € U, si f est
de classe C* en a, Vk € N.

— L’ensemble des applications de classe C* sur U se note C*(U,RP), en particulier

Co(URP) = () CH(U,RP).

keN

Proposition 10 .

— 8i f,g: U C R" — RP sont de classe C¥ sur U et A\ € R alors f + \g est de classe C*
sur U, ainsi C’“(U7 RP) est muni d’une structure de R-espace vectoriel .

— La composée de deux applications de classe C* est aussi de classe C*.

3.4 (-difféomorphismes.

Définition 13 .

Soit U et V deux ouverts de R" et k € N*, on appelle C*-difféomorphisme de U sur V,
toute application bijective f: U — V tel que f et f~! soient de classe C*.

Pour k£ = 0, on parle plutét d’homémorphisme.
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Remarque 9 .

Rappelons le resultat suivant :

Si I et J sont deux intervalles de R et f : I — J continue bijective, alors f~! est
continue, donc f est un homémorphisme.

Théoréme 15 . Théoréme d’inversion locale.

Soit U ouvert de R", k € N*, f: U — RP et de classe CF. Si det (J;(a)) # 0 en un point
a € U, alors il existent U; voisinage ouvert de a dans R", V; voisinage ouvert de f(a)
dans R? tel que f soit un C*-difféomorphisme de U; sur V;.

Théoreme 16 . Théoréme d’inversion globale.
Soit U et V deux ouverts de R", k € N* et f: U — V bijective et de classe C*, alors :

f est un C*-difféomorphisme de U sur V si et seulement si det (J;(a)) # 0

Dans ce cas )
(dfa)” =d(f ") p(a), YaeU

Théoreme 17 . Théoréme des fonctions implicites.
Soit n > 2 et f:U C R® — R? de classe C*. Soit a = (a1, -+ ,a,) € U tel que f(a) =0 et

0

8—(a) # 0, alors ils existent U; voisinage ouvert de a’ = (a1, - ,a,_1) dans R""! et [
T

intervalle ouvert de R contenant a, et ¢ : Uy — I de classe C* tels que, Vz € Vi, Vy € I,

on a :

f(z,y) =0 =y =p(z)

Remarque 10 . Cas particulier du théoréme des fonctions implicites.
0
f:U CR?® — R de classe C* et (a,b) € U tel que f(a,b) = 0 et 8—f(a,b) # 0, alors
x

Je; > 0,60 > 0 et ¢ @ [ =la—e1,a + ea[— J =]b — £2,b + 2 de classe C* telles que
Veel VYye J,ona: f(r,y) =0 <= y = p(z). En particulier les courbes d’équation
y=p(z) et f(x,y) =0 coincident au voisinage du point (a,b) dont ont méme tangente :

(x—a)g—i(a,b) +(y— b)g(a,b) =0

dy
Ainsi, en posant A = (a,b) et M = (z,y), la relation devient gradf(4) - MA = 0,
—_
c’est a dire que gradf(a,b) (quand il est non nul) est orthogonal au point (a,b) &
I’équipotentielle d’équation f(x,y) = 0.

Fin

a la prochaine
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