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Blague du jour

e Quelles sont les fonctions les plus homogeénes, mais les moins sérieuses des
mathématiques ?

Réponse : les polynémes du second degré.

Mathématicen du jour Sylvester.

James Joseph Sylvester (1814-1897), mathématicien et géomeétre an-
glais. Il a travaillé avec Arthur Cayley sur les formes algébriques, par-
ticulierement sur les formes quadratiques et leurs invariants et a la
théorie des déterminants. Il a introduit le terme de matrice et la fonc-
tion indicatrice d’Euler. Il a regu la Royal Medal et la Médaille Copley.

Dans tout le résumé K désigne R ou C, et E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a
n.

1 Formes linéaires

1.1 Formes linéaires et hyperplans

Définition 1 .

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire ¢ : £ — K. L’ensemble
LiFE, K des formes linéaires sur F, se note E* et s’appelle le dual de F, c’est un
K-espace vectoriel de méme dimension que F.

Définition 2 .
On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E, vérifiant

dimH =dimFE — 1.

Théoréme 1 .
Si H est un hyperplan de F et 2y ¢ H, alors F = H @ Kuxo.

Théoréme 2 .

— Si ¢ est une forme linéaire non nulle sur F, alors ker ¢ est un hyperplan de F.

— Inversement, si H est un hyperplan de FE, alors il existe ¢, une forme linéaire non
nulle sur E, tel que H = ker ¢.
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Théoréme 3 .
Si p et ¢ sont deux formes linéaires non nulles sur FE tel que kerp = kert, alors
JA # 0 tel que p = A\,

Remarque 1 .
Si B = (e1, -+ ,e,) est une base de EF et ¢ une forme linéaire non nulle sur E, alors

n

pour tout x € E tel que =z = Zziei, on a p(x) =arx1 + -+ ape,, o a; = p(e;)
i=1

Ainsi, dans une base fixe, tout hyperplan H de E a une équation de type :

H:aix1+ - +apxz, =0

Cette équation est unique, & une constante multiplicatives pres.

1.2 Base duale

Théoréme 4 .

Etant donné un vecteur e non nul d’un espace vectoriel F, il existe une forme linéaire
¢ sur E telle que ¢ (e) = 1.

En particulier, le vecteur nul est le seul vecteur de FE sur lequel toutes les formes
linéaires sont nulles.

Théoréme 5 .
Soit B = (e1,--- ,e,) est une base de F, alors il existe une unique base (p1,p2,...,¥,)
de E*, vérifiant :

wilej) = &, = 1 sii=j (Symbole de Kronecker)
0 sii;

On pose ¢; = ¢ et B* = (e}, - ,e}) s’appelle la base duale de B dans E*

Remarque 2 .

Si B= (e, - ,e,) est une base de E, alors sa base duale B* = (e], -+ ,¢)) dans E*, est
n

*

définie par la relation suivante : Pour tout = = E xie;, on a: el (r) = x;.
i=1

1.3 Codimension et équations d’un sous-espace vectoriel

Définition 3 .
Soit F' un sous-espace vectoriel de F, sa codimension est ’entier naturel noté codimF,
défini par la relation suivante : codimF = dim F — dim F'.

Théoréme 6 .
Soit F' un sous-espace vectoriel de F tel que dim F' = p, alors il existe n — p formes

n
linéaires indépendantes (o1, ¢2,...,¢n—p) dans E* tel que : F = () ker ;.
i=1

1=

Remarque 3 .
Tout sous-espace vectoriel F de FE tel que dimF = p, admet n — p équations
indépendantes de la forme :

aniry + -+ ainty, = 0

Ap—p,1T1 + e+ Up—pndn = 0

Page 2 /R


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://myismail.chez.com

Mamouni, CPGE Rabat Feuille d’exercices mamouni.myismail@gmail.com
MP-Maths Dualité en dimension finie myismail.chez.com

Remarque 4 .
Tout sous-espace affine F de E tel que dim F = p, admet n—p équations indépendantes
de la forme :

anry + -+ ainTn = b

F

Qp—p,1T1 + -+ Up—pnln = bn—p

Théoréme 7 .
Soit B = (e1,€2,...,¢,) une famille d’éléments de E et u ’application linéaire de E*
dans KP, définie par la relation suivante :

w: E* — KP
o = (pler),p(e2), .-, p(ep))

On a les résultats suivants :
— rg(B) = rg(u).

— (e1,e2,...,¢ep) est libre dans E si et seulement si u est surjective.
— (e1,e2,...,¢ep) est génératrice dans E si et seulement si u est injective.
— (e1,€e2,...,¢ep) est une base de E si et seulement si u est un isomorphisme.

Théoréme 8 .
Soit C = (¢1,¢2,...,¢p) une famille d’éléments de E* et u l’application linéaire de E
dans KP?, définie par la relation suivante :

u: E — KP
z — (p1(2), p2(2),. .., pp(2))

On a les résultats suivants :
- rg(C) = rg(u).

— (¢1,92,...,¢p) est libre dans E* si et seulement si u est surjective.
— (¢1,92,...,¢p) est génératrice dans E* si et seulement si u est injective.
— (¢1,92,...,9p) est une base de E* si et seulement si v est un isomorphisme.

Théoréme 9 .
Soit ¢, 1, -+, ¢, des formes linéaires sur I, on a le résultat suivant :

P P
ﬂ ker p; C ker p <= 3(\i)1<i<p € K tel que ¢ = Z Xii

i=1 i=1

1.4 Applications

1.4.1 Systémes linéaires

Théoréme 10 .

P
Soit (Hiy,Hs,...,H,) des hyperplans de E, alors F = (]H; est un
i=1

sous-espace vectoriel de F tel que dimF > n — p et codimF < p, avec égalité
si et seulement si les H; sont définis par des équations linéairement indépendantes.
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Théoréme 11 .
L’ensemble de solutions du systéme linéaire

ai1ry + -+ apr, = 0

aprry + -+ + appr, = 0

est un sous-espace vectoriel F' de K" tel que dim F' > n —p et codimF < p, avec égalité
si et seulement si les équations de § sont linéairement indépendantes.

Théoréme 12 .
L’ensemble de solutions du systéme linéaire

ajyry + o+ AT, = b

apari + o+ apnIn = by

est un sous-espace affine F de K" tel que dimF > n — p et codimF < p, avec égalité
si et seulement si les équations de § sont linéairement indépendantes.

1.4.2 Base antiduale

Théoréeme 13 .

Soit (¢, 1, ,¢n) une base de E*, alors il existe une unique base (e1,¢2,...,¢,) de E
telle que ¢; = e;.

(e1,€e2,...,e,) s’appelle la base antiduale de (, ¢1, -, ¢n)-

2 Formes quadratiques

Dans toute la suite de ce résumé K désigne le corps réel R, et E un R-espace vectoriel de
dimension finie égale a n.

2.1 Généralités

Définition 4 . Soit ¢: ExE — K
(r.y) — olx,y)

— On dit que ¢ est bilinéaire si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

- ¢(Il + )\x27y) = Qs(xl,y) + A¢(I27y)7 VA € Ka v(xlv'ery) € ES'

- ¢(Iayl + )\92) = Qs(xvyl) =+ Aqs(xva)v VA e K? v(ylvaVI) € EB‘

Autrement dit :

— Pour = € F fixé, ’application partielle associée ¢,: F — K

y — 0a(y) = d(z,y)

est linéaire.
— Pour y € E fixé, application partielle associée ¢,: F — K
o gylz) = o(z,y)
est linéaire.
— On dit que ¢ est symétrique si elle vérifie la propriété suivante :

o(z,y) = ¢y, x), Y(z,y) € E>.

Autrement dit : ¢.(y) = ¢, (), V(z,y) € E%
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Remarque 5 .

— L’ensemble des formes bilinéaires sur E est un K-espace vectoriel .
— L’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur FE est un K-
sous-espace vectoriel de celui des formes bilinéaires.

Définition 5 .

On appelle forme quadratique sur F, toute application ¢ : E — K telle que, I’applica-

tion ¢ définie par la relation suivante: ¢: ExFE — K soit
(z,y) — 3@ +y) —aql@) —a(y))

bilinéaire.

¢ s’appelle forme polaire associée a ¢, elle est symétrique par construction.

Remarque 6 .

— L’ensemble des formes quadratiques sur F est un K-espace vectoriel .
— Toute forme quadratique sur F vérifie les deux propriétés suivantes : ¢(0g) =0 et
q(\z) = \2q(x), Vo € E, VA € K.

Théoréme 14 .

Soit ¢ : E x E — K une forme bilinéaire symétrique, alors ’application ¢ définie par

la relation suivante: ¢: E — K est une forme quadratique sur F, vérifiant
r — ¢(z,x)

les égalités suivantes dites de polarisation :

é(z,y)
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=

Théoréme 15 .
L’application qui & une forme bilinéaire symétrique ¢ associe la forme quadratique
q:z— ¢(x,x) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Théoréme 16 .
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, et ¢ sa forme quadratique associée. Soit
B=(e1, - ,e,) une base de F, on pose

M = (¢(ei,ej))1<ij<n matrice de ¢ dans la base B
Pour tout (z,y) € E* de coordonnées respectifs X,Y € M,, 1(K) dans la base B3, on a :
d(z,y) ="'X-MY , qlz)='X-MX
M s’appelle la matrice associé a ¢ et ¢ relativement a la base B et se note

Mp(¢) = Mz(q)

Théoréme 17 .

Les matrices d’une forme bilinéaire symétrique ¢ et de sa forme quadratique associée
q dans deux bases différentes sont équivalentes, en particulier ont méme rang.

Ce rang commun s’appelle le rang de ¢ et ¢ et se note rg(¢) et rg(q).

Plus précisement si B et B’ sont deux bases de F, M = Mp(p) et M' = Mp/(¢) et
P=Ps_.p,ona:

M ='P-M-P
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Remarque 7 . Expressions analytiques.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, et ¢ sa forme quadratique associée. Soit
B = (e1, -+ ,e,) une base de E, on pose M = (m; j)i<ij<n leur matrice relativement a
la base B.

Pour tout (z,y) € E? de coordonnées respectifs X = (z;)1<i<n, Y = (¥i)1<i<n € Mp1(K)
dans la base B, on a :

Sle,y) = > mimiy

1<i,j<n
n
_ 2
Q(x) = Zmi,ixi+2 Z My T2
i=1 1<i<j<n

La méthode de dédoublement d’indice permet de retrouver ’expression analytique
de ¢ a partir de celle de ¢, en remplagant z? par z,;y; et z;z; par %

2.2 Formes quadratiques non dégénérées.

Définition 6 .

Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique et ¢ sa forme quadratique associée.

— On dira que ¢ et ¢ sont positives si et seulement si ¢(z) = ¢(z,z) > 0,Vz € E.

— On dira que ¢ et ¢ sont définies si et seulement si ¢(z) = ¢(z,2) =0 = = = 0g,Vz €
E.

On dira que ¢ et ¢ sont dégénerées si et seulement si 3z € F tel que = # 0 et ¢(z,y) =
0, Vy e E.

On dira que ¢ et ¢ sont non dégénérées si et seulement si Vo € F, on a ¢(z,y) =
0, VyEE:>x:OE

Théoréme 18 .Inégalité de Cauchy-Schwarz. Si ¢ une forme bilinéaire symétrique
positive et ¢ sa forme quadratique associée, alors :

lo(z,9)|* < q(x) - q(y)

Si de plus, ¢ est définie, alors on a égalité si et seulement si {x,y} est liée.

Remarque 8 .
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, on a les résultats suivants :
— ¢ est dégénérée si et seulement si dz # 0p tel que ¢, = 0.
— Si ¢ est non dégénérée, alors ’application EF — FE* est un isomorphisme
T — o,
d’espace vectoriel .

Définition 7 .
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique et ¢ sa forme quadratique associée. On appelle
noyau de ¢ le sous-espace vectoriel de E, noté kerq défini par la relation suivante :

kerq = {x € F tel que ¢(z,y) =0Vy € E}

Théoréme 19 .
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, ¢ sa forme quadratique associée et et M leur
matrice dans une base B de E. Soit z € F et X € M,, 1(K) les coordonnés de z dans B,
alors

rekerg<—= X € ker M
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Théoréme 20 .

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, ¢ sa forme quadratique associée et M leur
matrice dans une base fixe de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

— ¢ est non dégénérée.

ker g = {0}.

—rgM =n.

— M est inversible.

2.3 Orthogonalité.

Définition 8 .

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique et ¢ sa forme quadratique associée.

— On dit que deux éléments de E, = et y sont g-orthogonaux si et seulement si ¢(z,y) =
0.

— Soit F un sous-espace vectoriel de F, on appelle le ¢-orthogonal de F, le
sous-espace vectoriel de E, note F- ou F°, défini par la relation suivante :

F° ={x € E tel que ¢(z,y) =0, Vy € F}

Remarque 9 .
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique et ¢ sa forme quadratique associée. Soit = € F.
Si g est en plus non dégénérée, alors

¢(z,y) =0Vzx € E =z = 0p.

Autrement dit : E+ = {0g}.

Théoréme 21 .
Toute forme quadratique ¢ admet au moins une base orthogonale 5, dans ce cas
My (B) est diagonale.

Théoréme 22 . Loi d’inertie de Sylvester.
Toute forme quadratique ¢, se décompose sous la forme

@) = i)=Y gl (x)
=1 =1

ou f; et g; sont des formes linéaires linéairement indépendantes. Le couple (p,q) est
unique, s’appelle signature de ¢ et vérifie p + ¢ = rg(q).

Page 7 /R


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://myismail.chez.com

Mamouni, CPGE Rabat Feuille d’exercices mamouni.myismail@gmail.com
MP-Maths Dualité en dimension finie myismail.chez.com

Remarque 10 . Décomposition de Gauss d’une forme quadratique en somme de
carrés.
Soit une forme quadratique ¢ non nulle, d’expression analytique :

Zaux +2 Z ;T4

1<i<j<n
— ler cas : ditel que ay #+ 0, par exemple a; #+ 0, alors
q(r) = ax?+x1B(xa, - ,xn) + Clwa, -, 1)

2 2
= (x1 + 73(12 I")) +C(z2,--+ ,20) — 73(“;‘;{%)
aXl + ql(I27 T 7In)

— lér cas : Via; = 0 et Ji # jtel que a;; # 0, par exemple a2 # 0, alors
q(x) = axizo+ x1B(xs, - ,x,) + 220 (23, ,xpn) + D(23,++ ,20)
- («Tl + C(mg,;v,mn) Ao+ B(zs,- ..,wn)g + (D BC) (x?” 71,”)
1 (301 + 22 +B+C) (361 )+qQ(£C3,"' Tn)
Puis on reprend la méme dlscussmn sur les coéfficients des formes quadratiques
q1(za, -+ ,xy) ou qa(xs, -+ ,2y)

Fin

a la prochaine
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