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euclidiens11 janvier 2010Blague du jour : Un gendarme fait stopper une automobile :- Bonjour Monsieur, Vous n'aviez pas vu le feu rouge ? ! !- Si si Monsieur. C'est plut�t vous, que je n'ai pas vu !
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Résumé de oursEspaes vetoriels eulidiens mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omDans tout le résumé de ours, E est un R-espae vetoriel ou R-espae vetoriel de dimension quelonque.1 Produit salaire.1.1 Généralités.Dé�nition 1 Cas réel.On appelle produit salaire réel sur E toute forme biliéaire dé�nie sur E × E symétrique dé�niepositive. Autrement dit une appliation <, >: E × E → R véri�ant les propriétés suivantes :Bilénaire :
< x1 + λx2, y >=< x1, y > +λ < x2, y >, ∀(x1, x2, y) ∈ E3, ∀λ ∈ R

< x, y1 + λy2 >=< x, y1 > +λ < x, y2 >, ∀(x, y1, y2) ∈ E3, ∀λ ∈ R
.Symétrique : < x, y >=< y, x > .∀(x, y) ∈ E2.Dé�nie : < x, x >= 0 ⇒ x = 0E.Positive : < x, x >≥ 0, ∀x ∈ E.Dé�nition 2 Cas omplexe.On appelle produit salaire Complexe sur E toute forme sesquilinéaire dé�nie dé�nie positive sur

E × E. Autrement dit une appliation <, >: E × E → C véri�ant les propriétés suivantes :
< x, y >= < y, x > ∀(x, y) ∈ E2.linéaire à droite :
< x, y1 + λy2 >=< x, y1 > +λ < x, y2 >, ∀(x, y1, y2) ∈ E3, ∀λ ∈ C .Dé�nie : < x, x >= 0 ⇒ x = 0E.Positive : < x, x >≥ 0, ∀x ∈ E.Voabulaire.� On appelle espae pré hilbertien tout espae vetoriel muni d'un produit salaire.� On appelle espae hermitien tout C-espae vetoriel , de dimension �nie, muni d'un produit salaire om-plexe.� On appelle espae hermitien tout R-espae vetoriel , de dimension �nie, muni d'un produit salaire réel.Dans toute la suite, E est un espae pré hilbertien.1.2 Normes et distanes.On dé�nit alors la norme eulidienne sur E ainsi : pour tout x ∈ E on pose

‖x‖ =
√

< x, x >et on a les propriétés suivantes : ∀(x, y) ∈ E2� Cas réel : ‖x + y‖2
= ‖x‖2

+ ‖y‖2
+ 2 < x, y >

‖x − y‖2
= ‖x‖2

+ ‖y‖2 − 2 < x, y >� Cas omplexe : ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2Re(< x, y >)

‖x + iy‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2Im(< x, y >)� Inégalité de Cauhy-Shwartz : |< x, y >| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ave égalité si et seulement si {x, y} liée.� Identité du parallélogramme. ‖x + y‖2
+ ‖x − y‖2

= 2(‖x‖2
+ ‖y‖2

).� Identités de polarisation.� Cas réel : < x, y > =
‖x + y‖2 − ‖x − y‖2

4

=
‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Résumé de oursEspaes vetoriels eulidiens mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.om� Cas omplexe : Re(< x, y >) =
‖x + y‖2 − ‖x − y‖2

4

=
‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

2Im(< x, y >) =
‖x − iy‖2 − ‖x + iy‖2

4

=
‖x − iy‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

2� Inégalité triangulaire. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ .� Théorème de Pythagore : ‖x + y‖2
= ‖x‖2

+ ‖y‖2 ⇐⇒< x, y >= 0.Distane eulidienne. On dé�nit alors la distane eulidienne sur E2 de la façon suivante : pour tout
(x, y) ∈ E2 on pose :

d(x, y) = ‖x − y‖On a les propriétés suivantes : ∀(x, y, z) ∈ E3.

d(x, x) = 0
d(x, y) = d(y, x)
d(x, y) = 0 ⇒ x = y

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) Inégalité triangulaire1.3 Orthogonalité.� Veteurs unitaires. Ce sont les x ∈ E tel que ‖x‖ = 1.Tout x 6= 0E peut être normalisé pour obtenir lélement unitaire, x

‖x‖ .� Veteurs orthogonaux. On dit que deux éléments (x, y) ∈ E2 sont orthogonaux si et seulement si leurproduit salaire est nul, àd : < x, y >= 0, on érit alors : x ⊥ y.� Famille orthogonale. On appelle famille orthogonale, toute famille (ei)1≤i≤m formée par des élémentsdeux à deux orthogonaux, àd : < ei, ej >= 0 si i 6= j.� Famille orthonormale. On appelle famille orthonormale, toute famille orthogonale (ei)1≤i≤m forméepar des éléments tous unitaires àd : < ei, ej >= δi,j .Théorème 1 Toute famille orthonormale est libre et toute famille orthogonale ne ontenant pasd'élément nul est libre.Théorème 2 Proédé d'orthogonalisation de Gram-Shmidt. De toute famille (ei)1≤i≤nde E, on peut onstruire une famille orthogonale (e′i)1≤i≤n, en posant :
e′1 = e1

e′2 = e2 + λe′1 ave λ obtenue à l'aide de la relation < e′2, e
′
1 >= 0...

e′n = e2 + λ1e
′
1 + . . . + λn−1e

′
n−1 ave λ1, . . . , λn−1 obtenues à l'aidedes relations : < e′n, e′1 >= . . . =< e′n, e′n−1 >= 0qui véri�e en plus Vet(e1, . . . , ek) =Vet(e′1, . . . , e′k), ∀1 ≤ k ≤ nCorollaire 1 De toute famille B, on peut onstruire une famille orthogonale, voir orthonormale,

C de même rang que B.Théorème 3 Théorème de Pythagore :Soit (ei)1≤i≤m une famille orthogonale, alors : ‖e1 + ... + em‖2
= ‖e1‖2

+ ... + ‖em‖2
.Dans tout la suite E est un espae eulidien ou hermitien, et les résultats énonés ne sont pas forementvraies en dimensions quelonque. Page 3 / 8
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Résumé de oursEspaes vetoriels eulidiens mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.om1.4 Bases orthonormales (b.o.n)Théorème 4 Tout espae vetoriel eulidien ou hermitien admet un b.o.nThéorème 5 Soit B = (e1, . . . , en) est une b.o.n de E et x, y ∈ E, on a les propriétés suivantes :1) x =
n

∑

i=1

< x, ei > ei.2) < x, y >=

n
∑

i=1

< x, ei >< ei, y >. 3) ‖x‖2 =
n

∑

i=1

| < x, ei > |2.

Théorème 6 Soit B = (e1, . . . , en) est une b.o.n de E, u ∈ L(E), et A = (ai,j) = MB(u), alors
ai,j =< u(ej), ei >.1.5 Supplémentaire orthogonale.Dé�nition 3 Soit A une partie de E, on appelle l'orthogonal de A, le sous-espae vetoriel de
E, noté A⊥, dé�ni par x ∈ A⊥ ⇐⇒< x, y >= 0, ∀y ∈ A.On a en partiulier A⊥ = Vet(A)⊥ et A ⊂ B =⇒ B⊥ ⊂ A⊥.Théorème 7 Soit F un sous-espae vetoriel de E, alors E = F

⊥

⊕ F⊥.En partiulier dimF⊥ = dimF et F⊥⊥ = F .Théorème 8 Dans un espae eulidien ou hermitien, tout sous-espae vetoriel admet un sup-plémentaire uniqueThéorème 9 Toute base orthonormée d'un sous-espae vetoriel F de E, peut être omplétéepour obtenir une base orthonormée de E.1.6 Projetion orthogonale.Dé�nition 4 Soit F un sous-espae vetoriel de E, la projetion p sur F parallèlement à F⊥,s'appelle la projetion orthogonale sur F .Dans e as, ∀x ∈ E, on a : p(x) ∈ F et x − p(x) ∈ F ⊥ .Théorème 10 Soit p une appliation linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes :1) p est une projetion orthogonale.2) Im p = ker p⊥.3) 〈p(x), y〉 = 〈x, p(y)〉, ∀x, y ∈ E4) La matrie A de p dans au moins une base orthonormée de E est symétrique et véri�e
A2 = A.5) La matrie A de p dans toute base orthonormée de E est symétrique et véri�e A2 = A.1.7 Appliation : alul de la distane d'un point à un sous-espae vetoriel .Prinipe : Soit F sous-espae vetoriel de E, x ∈ E et p(x) la projetion orthogonale de x sur F , alors

d(x, F ) = d(x, p(x))Page 4 / 8
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Résumé de oursEspaes vetoriels eulidiens mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omThéorème 11 Si dimF = r et (ei)r+1≤i≤n une base orthonormée de F⊥, alors d(x, F )2 =
n

∑

i=r+1

< x, ei >2 . Dans toute la suite, E est un espae eulidien.2 Adjoint d'un endomorphisme2.1 Généralités.Théorème 12 Pour toute forme linéaire ϕ dé�nie sur E, il existe un unique a ∈
E tel que ϕ(x) = 〈a, x〉, ∀x ∈ E.Dé�nition 5 Soit u ∈ L(E), alors il existe un unique endomorphisme u∗ ∈
L(E) tel que 〈u(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉, ∀x, y ∈ E. u∗ s'appelle l'adjoint de u.Proposition 1 Soit u et v deux endomorphismes de E, on a les propriétés suivantes :1) u∗∗ = u.2) Si F est un sous-espae vetoriel de E, alors F est stable par u si et seulement si F⊥ eststable par u∗.3) Si B est une base orthonormée de E, alors MB(u∗) = tMB(u).4) (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗.5) u est bijetive si et seulement si u∗ bijetive, dans e as (u∗)−1 =

(

u−1
)∗.6) Im u∗ = (keru)⊥ et keru∗ = (Im u)⊥.Remarque 1 Dans le as hermitien, tous les résultats i-dessus sont valables sauf elui dela matrie de l'adjoint u∗ dans une base orthonormée B qui devient : si A = MB(u), alors

MB(u∗) =t A.2.2 Endomorphismes auto-adjoint et matries symétriques.Dé�nition 6 Un endomorphisme u est dit auto-adjoint ou symétrique si et seulement si u∗ = uThéorème 13 Soit u un endomorphisme de E, les propriétés suivantes sont équivalentes.1) u est auto-adjoint.2) 〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉, ∀x, y ∈ E.3) La matrie de u dans au moins une base orthonormée est symétrique.4) La matrie de u dans toute base orthonormée est symétrique.Théorème 14 . Tout endomorphisme auto-adjoint est diagonalisable dans unebase orthonormée . On dit qu'il est orthogonalement diagonalisable.2.3 Automorphismes orthogonales et matries orthogonales.Dé�nition 7 On appelle automorphisme orthogonal de E, toute appliation linéaire u : E → Equi onserve le produit salaire. àd : < u(x), u(y) >=< x, y >,∀(x, y) ∈ E2.Page 5 / 8
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Résumé de oursEspaes vetoriels eulidiens mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omThéorème 15 Soit une appliation linéaire u : E → E, les propriétés suivantes sont équiva-lentes :1) u automorphisme orthogonal2) u automorphisme ave u∗ = u−1.3) u onserve le produit salaire.4) u onserve la norme i.e : ‖u(x)‖ = ‖x‖ , ∀x ∈ E.5) u onserve la distane i.e : d(u(x), u(y)) =d(x, y), ∀(x, y) ∈ E2On dit aussi que u est un isométrie.6) u transforme au moins une base orthonormée en une base orthonormée .7) u transforme toute base orthonormée en une base orthonormée .8) u∗ = u−1.Remarque 2 .� La omposée de deux automorphismes orthogonaux est un automorphisme orthogonal.� La réiproque d'un automorphisme orthogonal est un automorphisme orthogonal.� L'ensemble des automorphismes orthogonaux est sous-groupe de GL(E), on l'appelle le groupeorthogonal et on le note par O(E).Remarque 3 .� Si u est un automorphisme orthogonal, alors detu = ±1, si detu = 1, on dit que u est unautomorphisme orthogonal diret ou positif ou parfois une rotation.� La omposée de deux automorphismes orthogonaux diret est un automorphisme orthogonaldiret.� La réiproque d'un automorphisme orthogonal diret est un automorphisme orthogonal diret.� L'ensemble des automorphismes orthogonaux direts est sous-groupe de O(E), on l'appelle legroupe orthogonal spéial et on le note par SO(E).� Les propriétés suivantes sont équivalentes :� u est un automorphisme orthogonal diret.� u transforme au moins une base orthonormée en une base orthonormée .� u transforme toute base orthonormée en une base orthonormée .Dé�nition 8 Une matrie M ∈ Mn(R) est dite orthogonale si et seulement si elle véri�e l'unedes relations suivantes, (qui sont d'ailleurs ééquivalentes) : M tM = In ou bien MM t = In.Autrement dit : M inversible, ave M−1 =t M .Proposition 2 Le produit de deux matries orthogonales est orthogonale.En partiulier, L'ensemble des matries orthogonales est un sous-groupe de GLn(R), on l'appellele groupe orthogonal d'ordre n et on le note O(n).Théorème 16 Soit M ∈ Mn(R), les propriétés suivantes sont équivalentes :� M est une matrie orthogonale.� Les olonnes et lignes de A forment une base orthonormée de Rn pour son produit salaire� A est la matrie d'un endomorphisme orthogonale dans une base orthonormée� A est la matrie de passage entre deux base orthonorméeThéorème 17 Toute matrie symétrique A est orthogonalement diagonalisable, i.e :
∃P ∈ O(n) et Ddiagonale telles que A = tPDPLes valeurs propres de A sont toutes réelles.Remarque 4 Si M ∈ O(n), alors det(M) = ±1. L'ensemble des matries orthogonales diretes(det(M) = 1), est un sous�groupe de O(n), on l'appelle le groupe spéial d'ordre n et on le note

SO(n). Page 6 / 8
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Résumé de oursEspaes vetoriels eulidiens mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.om3 Appliations.3.1 Matrie de Gram.Dé�nition 9 Soit C = (x1, . . . , xp) une famille d'éléments de E, on appelle matrie de Gram de
B, la matrie arrée d'ordre p, notée G(x1, . . . , xp) et dé�nie par la relation :

G(x1, . . . , xp) = (〈xi, xj〉)1≤i,j≤pThéorème 18 .1) Soit C = (e1, . . . , ep) une famille d'éléments de E, et G sa matrie de Gram. Soit B unebase orthonormée de E et A la matrie de C dans B, alors G = tAA.En partiulier : rgC = rgG et G est positive et est dé�nie positive quand C est un base.2) Toute matrie dé�nie positive est la matrie de Gram d'une base de E.3.2 Méthode des moindres arrés3.3 Fatorisation QR.Théorème 19 Toute matrie arré A se déompose sous la forme A = QR où Q est une matrieorthogonale et R une matrie triangulaire supérieure. Cette fatorisation est unique quand A estinversible.3.4 Fatorisation de Cholseky.Théorème 20 Toute matrie symétrique dé�nie positive A, se déompose sous la forme A = LtL,où L est une matrie triangulaire inférieure.4 Géométrie eulidienne du plan et de l'espae.4.1 Voabulaire� On appelle isométrie a�ne sur Rn, toute appliation a�ne qui onserve les distanes, i.e, dont l'appliationlinéaire assoiée à un automorphisme orthogonal.� On appelle déplaement a�ne sur Rn, toute isométrie a�ne positive (direte), i.e, dont l'appliationlinéaire assoiée à une rotation.� On appelle ré�exion sur Rn, toute symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan de Rn.4.2 Transformation orthogonales du plan.Théorème 21 Les déplaements du plan sont soit les translations soit les rotationsComment reonnaître un déplaement du plan à partir de son expression analytique
{

x′ = ax + by + e

y′ = cx + dy + fOn étudie la matrie assoiée M =

(

a b

c d

) et les points �xes solutions su système {

x′ = x

y′ = ySi M = I2, alors il s'agit d'une translation de veteur (e, f)Sinon on véri�e d'abord que M est une matrie orthogonale.Si detM = 1, il s'agit d'une rotation rω,θ où ω le point �xe et θ déterminée à l'aide de la relation a =
cos θ, b = sin θ.Propriétés des rotations du plan. Page 7 / 8
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Résumé de oursEspaes vetoriels eulidiens mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.om� rθ ◦ rθ′ = rθ+θ′ .� r−1

θ = r−θ.� < x, y >= ‖x‖ ‖y‖ cos θ, det(x, y) = ‖x‖ ‖y‖ sin θ, ∀(x, y) ∈ R2 × R2 faisant un angle θ entre eux.� Toute rotation du plan d'angle θ peut être déomposeé en deux ré�exions dont les axes font un angle θ
2entre eux.� det(x, y) est égal à la surfae du parallélogramme de otés x et y.4.3 Transformation orthogonales de l'espae.Théorème 22 Les déplaements de l'espae sont soit les translations soit les rotations soit lesvissageComment reonnaître un déplaement de l'espae à partir de son expression analytique X ′ =

MX + b- Si M = I3, il s'agit alors d'une translation de veteur b.- Sinon, on véri�e que M est une matrie orthogonale, pour ela on onsidère ses olonnes C1, C2, C3 et onvéri�er que ‖C1‖ = ‖C2‖ = 1, < C1, C2 >=< C1, C3 >=< C2, C3 >= 0.Si C1 ∧ C2 = C3, alors det M = 1 .- On herhe après l'ensemble des points �xes solutions de l'équation X = MX + b.- Si on trouve une droite ∆, il s'agit alors d'une rotation r∆,θ où θ est donné par les relation trM = 1+2 cos θet signesin θ=signedet(~i, C1,~a où ~a veteur qui dirige ∆.- Si on trouve l'ensemble vide, il s'agit alors d'un vissage, i.e r∆,θ ◦ t~u tel que ~u ‖ ∆.- On ommene d'abord par déterminer la diretion de ∆ dirigé par un veteur ~a solution de l'équation
MX = X- On trouve l'équation de ∆ à l'aide de la relation (X ′ − X) ∧ ~a = ~0.- On trouve le veteur ~u de la translation à l'aide de la formule ~a = X ′ − X où X ∈ ∆.- On trouve l'angle de la rotation à l'aide de la trae et le déterminant omme i-dessus.Propriétés des rotations de l'espae.� Toute rotation de l'espae se déompose en produit de deux ré�exions.� < x, y >= ‖x‖ ‖y‖ cos θ, ‖x ∧ y‖ = ‖x‖ ‖y‖ sin θ, ∀(x, y) ∈ R3 × R3 faisant un angle θ entre eux.� Soit r la rotation d'axe ∆ dirigé par a et d'angle θ, alors ∀x ⊥ ∆ on a : r(x) = (cos θ)x + (sin θ)a ∧ x.

Fin
À la prochaine
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