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Mathématicien du jour Hilbert
David Hilbert (1862-1943) est un mathématicien allemand. Il est considéré
comme un des plus grands mathématiciens du XX éme siécle, au méme
titre que Henri Poincaré. Il a développé la théorie des invariants, l'axio-
matisation de la géométrie, les fondements de l'analyse fonctionnelle, la
mécanique quantique et la relativité générale. Il a adopté et défendu avec
vigueur les idées de Georg Cantor. Il est aussi connu comme l'un des fon-
dateurs de la théorie de la démonstration, de la logique mathématique et
a clairement distingué les mathématiques des métamathématiques.

Blague du jour :

Dans une voiture, quatre ingénieurs. Tout coup la voiture s'arréte..

- Le Mécanicien : Je le savais, c'est un probléme de transmission.

- Le chimiste : c'est la faute des acides de la batterie !

- L'électronicien : c'est le circuit électronique qui ne marche plus!.

- L'Informaticien en dernier : ... et si on essayait de fermer toutes les
fenétres ouvertes, de quitter, et redémarrer a nouveau?

Remerciements : 8 Mr Karim Chaira (Mohammedia) pour la source latex de ce résumé de cours.
Dans tous le document K désignera le corps R ou C.

1 Espaces de Hilbert. — L'application x — Pg(x) est un endomorphisme de E, continue, et de norme 1 si
F#{0};
1.1 Généralités. =
— IPEX))IZ =) I(xle)* =< [[x[|*  (Inégalité de Bessel)

Définition

i=1

On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet.

1.2 Bases hilbertienne.

Remarque : Tout espace préhilbertien de dimension finie (i.e : hermitien ou euclidien)
est un espace de Hilbert.
Rappel : Si H est espace préhilbertien et F sous-espace vectoriel de H de dimension Soient (E,(..)) un espace préhilbertien et I un ensemble dénombrable. On dit
finie dont (e)1<i<n est un base orthonormée , ¥x € H, on a les propriétés suivantes : qu'une famille (ej)icy, d'éléments de E est une base hilbertienne de E si elle
mn 7 e g .
o ' 1 vérifie les conditions suivantes :
- X 21 (xlet) € F; (1) (ei)ic1 est une famille orthonormale de E,
“H= FLéL FL. (i) lensemble des combinaisons linéaires (finies) des vecteurs de {e; ; 1 € I}
n ' forment un sous- espace dense dans E.
- pr(x) = Z (x|ei) est la projection orthogonale de x sur F; On dit aussi que (eq)ic1 est une famille orthonormale totale de E.

\ J

: Exemples :

— L'espace (N) ={u= (Un)nzo € KY: la série Z lunl® est convergente },

neN

— Pg(x) est la meilleur approximation dans F du vecteur x de E;
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muni du produit scalaire : (ulv) = Zﬁvm pour tout u = (Un)n>0 et v = (Vrn)n>o vneN, an(f) = p J_nf(t) cosntdt
n=0

de £%(N), est un espace de Hilbert. Soit e, la suite dans dont tous les termes sont
nuls sauf le (n 4 1)¥™ qui est égal a 1.
{en ; 1 € N} est une famille orthonormale totale de ¢(N).

— On considére lespace préhilbertien Cy(R,C) des applications f

R —» C 2m-périodiques, continues sur R, muni du produit scalaire
7T

() : (f,g)— Z‘[J f(t)g(t)dt. On pose, pour tout n € Z et pour tout x € R,
—T7T
frn(x) = e™. La famille (fn)nez est une base hilbertienne de Con(R, C).
— On considére lespace préhilbertien Co(R,R) des applications f

R — R 27t-périodiques, continues sur R, muni du produit scalaire
‘I s

() : (f,g)— %J f(t)g(t)dt. On pose, pour tout n € Z et pour tout . La fa-
—T7T

mille (cos(nx))nen U (sin(nx))nen+ est une base hilbertienne de Co(R,R).

1.3 Coefficients de Fourier

Définition.

Soient (E,(.].)) un espace préhilbertien et (ei)icr une base hilbertienne de E.
Pour tout x € E, la suite ((x|ei));c; est appelée famille des coefficients de Fourier
de x relativement a la base hilbertienne (e;)ic de E.

Remarque :
— On rappelle que lespace Con(R,C) des applications f : R — C  2m-périodiques,
1 (" —
continues sur R, muni du produit scalaire (.|.) :(f,g)+— Z‘c,[ f(t)g(t)dt est

—TT
préhilbertien et que la famille (e!™),cz est une base hilbertienne de Cyx(R,C).

Dans ce cas les coefficients de Fourier pour une application f : R — C  27-

périodique, continue sur R sont données par la formule :
s

1 .
Yn € Z, colf) = Z‘[J f(t)e "™tdt.
7T

— On rappelle que lespace Con(R,R) des gpplications f:R — R 2m-périodiques,
‘I s
continues sur R, muni du produit scalaire (.|.) :(f,g)H%J f(t)g(t)dt est

—TT
préhilbertien et que la famille (cos nx)nen U (sinnx)nen+ est une base hilbertienne

de C2x(R, C). Dans ce cas les coefficients de Fourier pour une application f : R — C
2m-périodique, continue sur R sont données par les formules :

‘I 7T
vn € N*, by(f) = %J f(t) sinntdt

Théoréme. N

Soient (E, (.].)) un espace de Hilbert et (ej)icr une base hilbertienne de E, ol
I =N ou Z. Alors, pour tout x € E,
(V) la série Z(en\x).eTl est convergente dans E, pour la norme ||.||2, avec :

nel
x =) (enlx).en,
nel
(it) la série Z |(x|en)]? est convergente, et on a :
nel

Ix||* = Z l(enlx)]* Egalité de Parseval

nel

1.4 Séries trigonométriques.

‘

On appelle polyndme trigonométrique toute application f : R — K telle qu'il
existe des constantes &g, «1,..., otn et Bo, B1, ..., Bn de K vérifiant : Vx € R,
n

f(x) = Z (o cos(kx) + By sin(kx)).
k=0

\ J

Remarque : Soit f : R — K une application, alors f est un polyndme trigonométrique
si et seulement s'ils existent des constantes y_n, ..., Yo, ..., Yn de K vérifiant : Vx € R,

)= ) viel™

k=—n
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On appelle série trigonométrique associée a une famille (cn)nez de C, la série de

. . up(x) =c¢
fonctions Zup, ol pour tout x € R, olx) o i ipx .
>0 Up(x) =cpeP* +c_pe , PEN

\

J

Remarque. Pour tout (p,x) € N x R, (:peipx + (:_pe_ipx = ap, cos(px) + by sin(px),

ap =Cp+Cp

b, =1(cp —c_p)

ol P p‘ P
Cp = ap —ibp

Cp=ap+iby

Théoréme.

Soit E Up une série trigonométrique de terme général u, : x — cpeP* +

p=>0
C_pe*’-pr = ap cos(px) + by sin(px). Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) La série Zup est normalement convergente sur R.
p=>0
(i) Les séries numériques Z Cp et Z C_p sont absolument convergentes.
p=>0 p=>1
(iil) Les séries numériques Z ap et Z by, sont absolument convergentes.
p>0 p=>0

2 Séries de Fourier

2.1 Coefficients de Fourier.

\

~

Soit f: R — C une application 27m-périodique et réglée sur R.
(i) On appelle coefficients de Fourier exponentielle de f les nombres complexes :

7T
Yn € Z, cn(f) = 21_7:J f(t)e "tdt.
—TT

(it) On appelle coefficients de Fourier trigonométriques de f les nombres com-
plexes :

vn € N ap(f) = l Jn f(t) cos(nt) dt
vn € N* by, (f) = 1 Jn f(t) sin(nt) dt
) n

J

Propriétés. Soit f : R — C une application 27t-périodique et réglée sur R, on a les
propriétés suivantes :

co(f) = aoz(f)

vn e N*:cn(f) =

an(f) —ibn(f)
2

vn e N*:c_,(f) = an(f) + i bn(f)

Si f est a valeurs dans R, alors Yn € N, an(f) € R et by(f) € R.

2 s
Si f est paire, alors Vn € N, an(f) = %J f(t) cos(nt) dt et bn(f) =0.
0

2 7T
Si f est impaire, alors Yn € N, an(f) =0 et bn(f) = 7_1,[ f(t) sin(nt) dt.
0

cn(f) = C:n(f): an(f) = an(f) et/\bn(ﬂ = bn(f). N N

On pose f(t) = f(—t), on a : cn(f) = c_n(f), an(f) = an(f) et by (f) = —bn(f).

On pose fq(t) = f(t+ a), on a : cn(fa) = e™cn(f), an(fa) = cos(na)an(f) +
sin(na)bn(f) et bn(fa) = cos(na)b,(f) — sin(na)an(f).

Les applications f — cn(f), f — an(f) et f — by(f) sont C-linéaires.

St de plus f est normalisée, alors on a :

— lim an(f)= lim bp(f)= Llim cn(f)=0.
n——+oo n—>+oo7_[ n— -+oo
1
- lenlPI< Il = 37 |0l
T —TT
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~

Soient a,b € R tel que a < b et f : [a,b] — C une application. On
dit que f est de classe @l par morceaux sur [a,b] s'il existe une subdivision
oc=(a=ap< a; < .. < an = b) de [a,b] telle que la restriction de f a
chacun des intervalle Ja;_1, ai[, est prolongeable en une application de classe !
sur [ai_1,a¢, 1 <i<n.

\ J

Propriétés.

- St f : R — C est une application 27-périodique, continue sur R et de classe
C' par morceaux sur R. Soit f' : R — C une application 27-périodique, alors :
cn(f) =1imn.cn(f).

— Soient k € N*, f : R — C une application 27-périodique de classe C¥~! sur R. On
dit que f est de classe C* par morceaux sur R si l'application 1) est de classe C'

par morceaux sur R. Dans ce cas .
cn(f¥) = (in)ken(f).

2.2 Sommes de Fourier.
~

Soit f : R — C une application 27t-périodique et réglée sur R. On appelle sommes
partielles de Fourier associées a f d'ordre n, n € N, l'application S (f) définie
par :

Vx € R, Sn(f)(x)

I

o
&
=3

®©
o
R

\ J

Remarque. Soit f : R — C une application 27-périodique et réglée sur R. Alors,
n

vn e N, ¥x € R; Sn(f)(x) = 52+ ) (acos(kx) + bicsin(kx)) et So(f)(x) = 5
k=1

Définitions. Soit f : R — C une application 27t-périodique et réglée sur R. On ap-

n
pelle série de Fourier de f en un point x de R, la suite ( Z cn(f)eim‘> ; notée
) a k=—n neN
Z cn(f)e™ ou 70 + Z (ax cos(kx) + by sin(kx)).
nez n>1

On dit que Z cn(f)e™™ est une série & double entrée.
nez

n—+oo

n
On dit que cette série est convergente au point x de R si Llim ( Z cn(f)eim‘)

k=—mn

n—+oo

n +o0
existe dans C; dans ce cas, on la note : lim ( Z cn(f)em"> = Z cn(f)et™.
k=—mn k=—00
Notation.

- (£(T), < .,.>) désigne l'espace préhilbertien des fonctions réglées normalisées 27t~
périodiques.

— On note, pour toutn € Z, e, : R — C, l'application définie par: vVt € R, en(t) = ent,

— Fn le sous espace vectoriel de L£(T) engendré par (ey)<n, Cest a dire Fy =
vect({ey; [kl < n}).

On a les propriétés suivantes :

— (en)nez est base hilbertienne de Uespace préhibertien complexe £(T). Avec, Vn € Z,
cn(f) =< en, f >.
— Pour tout f € L(T), on a Sn(f) est la projection orthogonale de f sur F.

Inégalité de Bessel.

n
SifeL(T). Alors, neN Y Jex(f)2 < [Ifl3

k=—mn

2.3 Convergence quadratique.

Théoréme. \

Soit f € £(T), alors lim ||f — Sy (f)||2 =0
n— 4o

On dit que (Sn(f))nen converge vers f en moyenne quadratique.

\ J

Formule de Parseval. N

i € £(T), alors I3 = 3 lent®F = PO L L5 (10 (2 4 poue)?
Lf € £(T), alors [[f3 = 3 len(f)* = +EZ1(|an( )2+ on(f)?)
—00 n—=

4

,
\
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Injection de la transformée de Fourier.

Si f € £(T), alors (cn(f))nz € L3(Z), avec f =0 < cn(f) =0, Vn € Z

2.4 Convergence ponctuelle.

Notation : St f : R — C est une application 27t-périodique et contionue par morceaux
sur R, alors pour tout x € R, &Lmo f(x+h) et &m}) f(x + h) existent bien dans C, on
— —

h<0 h>0
les notera respectivement f(x ™) et f(x™).

Théoréme de Dirichlet \

Soit f : R — C une application 27m-périodique et de classe C' par
morceaux sur R. Alors en tout point x de R, la série de Fourier de

f, ch(f)em" = —I— Z an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx)) converge vers
nez n>1
f(x™) + f(x7)

En particulier, st f est continue en x, alors
+oo
flx) = ) cn(fle™
n=—oo

ao(f) ++f(a (f) cos(nx) + by (f) sin(nx))
2 " b

n=1

2.5 Convergence normale.
~

Soit f: R — C une application 2mt-périodique continue sur R et de classe c! par
morceaux sur R. Alors,

(i) les séries Z lcn(f)] et Z lc_n(f)| sont convergentes.
n>1 n>1

(i) La série Z cn(f)e™ =

nez k>1
convergent normalement (donc uniformément) sur R vers f.
En particulier,

) cos(kx) + by(f) sin(kx)),

+oo

Z Cn(f) einx

n——0o0

Vx e R, f(x)

) cos(nx) + by (f) sin(nx))

Ala prochain®
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