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La notion de fonction holomorphe a été introduite au programme des classes MP, PSI et
TSI des CPGE marocaines en 2009. Ce document est une proposition, destinée en premier
lieu aux professeurs de ces classes, d’'un cours sur le sujet qui s'intégre bien dans lensemble
du programme.

Les éleves de ces mémes classes, y trouveront aussi une construction homogene est
passablement compléte des différentes notions abordées tout en restant conforme aux
directives du programme officiel.

Cours
pour filieres PSI et MP

FONCTIONS HOLOMORPHES

ANS TOUT LE DOCUMENT () désignera un ouvert non vide de C. Si zy est un

D complexe et r est réel strictement positif, D(zo, R) désignera la boule ouverte de
C de centre z et de rayon r.
Lensemble U = {(x,y) € Rz/ X+iye Q} est un ouvert de R* car cest l'image réci-
proque de Q par lapplication linéaire, et donc continue, (x, y) —> x+iy. Une fonction
f: Q — C peut étre confondue avec la fonction f : U — C, (x,y) — f(x +iy),
on notera en particulier, lorsque z = x + iy

4f(), L2y e %(z)

respectivement la différentielle et les dérivées partielles de la fonctions f au point (x, ).

On adoptera les notations du calcul différentiel. Si f est différentiable en zo € Q alors
df (zo).h désignera la différentielle de f en zy appliquée au vecteur h; et se référant a
la base (1,1) de C on peut donc écrire

L (zo) = dfe)t et F ) = (e

Rappels de calcul différentiel

Soient p, n et m des enties naturels non nuls, U et V des ouverts respectifs de R™ et de R".

Et soit I un intervalle non trivial de R.

1.

On considére deux fonctions
91— R", t— (p1(t), 92(1), > P (1))
f:V—RP, x=(x,x2, %) — f(x)
On suppose que ¢(I) c V.

Si @ et f sont de classe C' sur leurs domaines de définitions respectifs, alors f o ¢ est

de classe C' sur I et pour tout ¢ € T

(Fo9) (1) = df(p(1).9'(1) = ki ;—i(cp(t))fpi(t)
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FONCTIONS HOLOMORPHES

2. Soient maintenant des fonctions

fiU—=R", x> (fi(x), fo(x), - fn(x))

g:V—"R y=(y,y2ym) — g(y)
On suppose que f(U) c V. Si f est de classe C' sur U et g lest sur V alors g o f est de
classe C' sur U et pour tout x € U et pour tout k € [[1,#]]

d(go )(x) = dg(f(x)) o df(x)
() = dg( (). 2 L) - z %8 5 (7 >)af" (x)

(gof)
axk

I. Fonctions holomorphes

I.1 Définitions, condition de Cauchy - Riemann

DEFINITION 1.1
Soit une fonction f : O — C.

1. soit zg € Q. On dit que f est C-dérivable en z si et seulement si la fonction :
f(Z) f(ZO),ZEQ\{Z}
zZ -2

admet une limite dans C en zy. cette limite est alors notée f'(z).

2. On dit que f est holomorphe sur Q si et seulement si f est C-dérivable en tout point
de Q est sa fonction dérivée f' : z — f'(z) est continue sur Q.

THEOREME [.1
Soit une fonction f : O — C.

1. soit zg € Q. f est C-dérivable en z si et seulement si

f est différentiable en z

of 9f

3 ——(z0) = 1— (z0) (Condition de Cauchy-Riemann )
2. f est holomorphe sur Q si et seulement si

{ f est de classe C' sur Q) (en tant que fct des 2 variables x et y)

VzeQ, %(z) = i%(z)

PREUVE :
1. =/ Si f est C-dérivable en z,. Pour tout h € C voisin de 0,
f(zo + 1) = f(20) = hf'(20) + o(|1])
par définition méme de f'(zo).
Donc f est différentiable en z, et pour tout h € C, df (z9).h = hf'(zo).

Ainsi l(Z()) df(Zo)l = f,(Z(]) et 3‘;(20) = df(Z())l = if’(Zo).

On a bien —f(zo) = z—f( 0)-

of of

</ Si maintenant f est différentiable en z, et - (zo) = z—(zo) On a pourtouth =a+if € C

voisin de 0

f(zo+h) = f(z0) df(z0).(h) +o(|h])

- o (a)ep f(zO>+o<|h|>

= é(zo)((x +iB) +o(|h)
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L1 Définitions, condition de Cauchy - Riemann

= n % (z0) + o)

Alors f est C-dérivable en zy et f'(zo) = %(zo).
2. =/ Si f est holomorphe sur Q, alors dapreés 1. f est différentiable en tout point de Q) et pour tout
zeQ, %(z) = f'(2), gﬁ(z) = if'(z). f' étant continue, les dérivées partielles de f sont
donc continues. f est donc de classe C' sur Q.
</ Si f est de classe C' et vérifie les conditions de Cauchy-Riemann, alors daprés 1. f est C-

dérivable en tout point de Q, et Iégalité f'(z) = f (z) indique que f' est continue sur Q.
Alors f est holomorphe sur Q).

REMARQUES

L A retenir : Si f est C-dérivable en z alors
)
- L) --ig o
X

J

2. Nous verrons qu'une fonction holomorphe sur Q est en fait “de classe C*” sur Q (et méme
plus, elle est analytique sur Q).

3. En posant z = x + iy, un procédé de calcul familier chez le voisin physicien (pas complétement
faux dailleurs ... ) permettrait décrire
of _0x9f yof 8(z+z)8f+8(z—z)8f:1(8f+i8f)
0z oz 8x 0zdy dz\ 2 Jox oadz\ 2i /oy ox  dy

La condition de Cauchy-Riemann serait alors équivalente a : > 0.

Intuitivement I'’holomorphie de f signifierait alors que f(z) ne dépend pas de z.
On voit ainsi, par exemple, que les fonctions z — z, z —> Re(z), z —> Im(z), z — |z| ne
sont holomorphes sur aucun ouvert de C.

4. Interprétation géometrique de Cholomorphie
Une fonction holomorphe f : QO —» C est de classe C' (au sens différentiel). Pour tout z € Q
VheC, df(z).h=hf'(z)

Si f'(z) # 0, df(z) est donc la similitude directe du plan complexe de rapport |f'(z)] et
d’angle Arg(f'(2)).

Géométriquement, les similitudes conservant les angles, cela signifie que si I} et I'; sont deux
arcs de classe C' contenus dans Q et qui se coupent en un point z alors f(T}) et f(T;) sont
des arcs de classe C' contenus dans f(Q) et qui se coupent en f(z) selon le méme angle que
I3 et [, puisque les tangentes en f(z) a f(I3) et a f(I;) sont les images par la similitude
df(z) des tangentes respectivesen z a I} et a I,.

ProrosiTION I.1
Soit une fonction f : O — C. On note P et Q les parties réelle et imaginaire de f.
VzeQ, f(z) =P(z) +iQ(z)
f est holomorphe sur Q si et seulement si
P et Q sont de classe C' sur Q
o __9Q 0 _op
oy 0x dy 0x

of of

PREUVE : festdeclasseC" ssi P et Q sont de classe C', et la condition de Cauchy-Riemann o za—
y x
oP .0Q _ BP oQ ~aQ ; 0Q oP

opP
jt — i =i — —, et lente 4 — =—
N ay ay a 3 e equzva eneaay e ay
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FONCTIONS HOLOMORPHES

REMARQUES

1.

Si f est holomorphe sur Q) alors la matrice jacobienne de f et son jacobien en un point z €
dans la base (1, i) sont

oP oQ

g(z) “ox z) ' 5p 2 30 5

If(2) - et jacf(2) = (5.) +(52)
ox 0x

Lo 2

ox ox
Noter que sauf si f'(z) = 0, on a toujours jac f(z) # 0.

2 2 22— 2
Noter aussi que jac f(z) = (g—P(z)) + (gp(z)) = ||gradP(z)u = ”gradQ(z)u
x Y

E— — ,
et donc que si jamais gradP (ou gradQ) est partout nul sur Q alors f* est nulle sur Q.

PROPRIETES

=

!/
1 1 !
En particulier — est holomorphe sur Q) et (—) --£
4

Soient deux fonctions f, g: Q — C.

Si f et g sont holomorphes alors pour tout A € C, f + Ag est holomorphe sur Q et

(f+1g) =f +A¢

Si f et g sont holomorphes sur Q) alors f g est holomorphe sur Q et

(fe)' =f'g+fg

.| On suppose que g ne sannule pas sur Q. Si f et g sont holomorphes sur Q alors f est

g

holomorphe sur Q et

(J_f)’ f'g-f¢

P =

g2

4

PREUVE : Du d la définition de la C-dérivabilté a laide de limites, toutes les démonstrations se feront
de la méme facon que pour les fonctions numériques d’une variable réelle de classe C'.

REMARQUES

1.

On note O(Q) lensemble des fonctions holomorphes sur Q.
Les propriétés 1. et 2. impliquent que O(Q) est une sous-algebre de lalgébre C** des fonctions
de  dans C.

Une récurrence simple permettra de justifier que si f est holomorphe, la fonction f? est
holomorphe pour tout p € Net (f2) = pf’ f*7%.
Attention, on ne parle pas impunément de la fonction f*, si a est un réel donné.

Comme mentionné auparavant une fonction holomorphe est une fonction de classe C*. On
définit récursivement les dérivées successives d’'une telle fonction de la méme maniere que
pour une fonction numérique de la variable réelle.

Si f et g sont des fonctions holomorphes, la formule de Leibiniz reste valable :

P
VpeN, (fg)(P) _ Z Cff(k)g(P_k)
k=1
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L2 Exemples fondamentaux

ProrosiTIiON .2
Soit A un autre ouvert de C. Soit des fonctions f : O — Cet g : A — C telles que

f(Q) cA.

Si f est holomorphe sur Q) et g est holomorphe sur A alors g o f est holomorphe sur Q et
(gof)' =f'xgof

PREUVE : Daprés le théoréme sur la condition de Cauchy-Riemann, f et g seraient de classe C', donc
go f estde classe C' et pour tout z € Q

AL @) = agl1(2)- 301 = T 25 (1) = 1 @26 ()

de méme

a(ga;f)@ =¢'(f(2)) x §§<z> =if'(2) g (f())

On a bien

d(gof), y_.9(gof)
% (2) = i=2—(2).

Ainsi g o f est holomorphe sur Q) et pour tout z € Q

(2o 1Y()= 282D () - () g (412)

ProprosiTIiON 1.3
On suppose que () est connexe par arcs.

Soit f une fonction holomorphe sur Q. f est constante sur ( si et seulement si ' est nulle
sur Q).

PREUVE : Q étant connexe par arcs et f de classe C' sur Q, on a
f est constante sur Q <= Vz e Q, df(z) =0+<=Vze Q, f'(z) =0.

REMARQUES
L. Ce résultat nous sera utile pour déduire le DSE d’une fonction holomorphe f si on connait
celui de f'.
ExeErcicE 1 : (Fonctions holomorphes de partie réelle nulle)
Soit f : 3 — C une fonction holomorphe. On suppose que Q2 est connexe par arcs.
1. Montrer que si f est a valeurs réelles (ou imaginaires pures) alors elle est forcément
constante.
2. Généraliser ce résultat au cas ou les valeurs de f restent sur une droite afline de C.

THEOREME 1.2 (Inégalité des accroissements finis.)
On suppose que ( est convexe. Soit une fonction f holomorphe sur Q. Pour tous a, b € Q

[f(b) - f(a)| <|b - a| o f'((1=1t)a+1b)

PREUVE : Comme dans la démonstration précédente, il suffit dutiliser le résultat correspondant pour
une fonction de plusieurs variables de classe C', en loccurrence 'inégalité des accroissements finis pour
une fonction de classe C' sur un convexe.

I.2 Exemples fondamentaux

ExeEMPLE 1 : Toute fonction polynomiale a coefficients dans C est holomorphe.
En effet la fonction z — z est trivialement holomorphe sur C, de dérivée constante
de valeur 1. Donc pour tout k € N* la fonction z — ZF est holomorphe sur C de
dérivée la fonction z —> kz" L.

)4
Soitalors P : z — Z a kzk une fonction polynomiale a coeflicients dans C. P, comme

k=0
combinaison linéaire de fonctions holomorphes, est holomorphe de dérivée la fonction

p
Pz Z kakzk_l.

@ k=1 S. BoujAIlDA



FONCTIONS HOLOMORPHES

ExXEMPLE 2 : Lafonction exponentielle
En considérant la définition trigonométrique de la fonction exponentielle exp :
VzeC, e° =e*(cosy+isiny)
exp est de classe C' comme produit de fonctions de classe C' et :

ai(ez) =e*(cos y +isiny)
x

I
(3}

a—(ez) =e*(-siny+icosy)=ie*(cosy+isiny) = ie
y

La condition de Cauchy-Riemann est bien remplie : exp est donc holomorphe sur C
et exp' = exp.

Soit y € C, la fonction f, : z — e’* est holomorphe sur C, comme composée de
fonctions holomorphes et f)f (z) = ye¥*

. . def
Soit maintenant ¢ € R*, on pose pour tout z € C, g(z) = * = ¢#In",

g est holomorphe sur C est ¢'(z) = In(¢)e”™* = In() .
N.B: Si z € Calors |7] = eR¢(®) et donc |¢7] = R¢(®)
EXEMPLE 3 : Fonctions trigonométriques
On pose pour tout z € C
cosz = l(eiz +e %) et sinz = l,(eiz — %)
2 2i
Les fonctions z — e'? et z —> e~** sont holomorphes sur C comme composition de

fonctions holomorphes sur C, donc cos et sin sont holomorphes sur C et pour tout
zeC

Lo iz i . .
cos'z = 5(16’2 —ie'?) = —sinzetsin’z = cosz
EXEMPLE 4 : Fonction { de Riemman

Pour tout n e N* et z € C, -
n

1 ) L. 1
= R Donc si Re(z) > 1alors la série ) pe est

absolument convergente.
On pose alors Q = {z € C/ Re(z) > 1} et pour tout z € O

+ 00 1
((z)=) —
n=11
+ 00 1
Fixons alors y € R et considérons la fonction (), : x — Z —, x €]1,+00].
o nx-Hy
Les fonctions uy, : x —> _ sont de classe C' sur ]1, +oo[ et pour tout x €]1, +oo[
nx+iy
Inn
! - —
u”(x) - nx+iy
La série de fonctions »_ u, CVS sur ]1,+oo[, et si on prend a > 1 alors pour tout

x€la,+oo]
Inn Inn
|un(x)| = — S
n n
Donc ) u, CVN sur [a, +oo[, ceci pour tout a > 1. Alors la fonction (, est dérivable
sur |1, +oo] et

, . X Inn
Vx E]l,+00[, (y(X) = - Z:l W
n=
Ainsi { admet une dérivée partielle selon x en tout point z € Q) et
Vre O 8(( ) Ji" Inn
zeQ, —(z)=-
ox = nf
+00 1
De méme en considérant pour un x €]1, +oo[, la fonction * : y — Z e on
n=11

S. BoujaIDA @
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Exemples fondamentaux

démontre que { admet une dérivée partielle selon y en tout point de Q et que
Tt Inn

VzeQ, a—((z) =—i
dy

z
n=1 N
Soit ensuite un compact K c Q. La fonction z — Re(z) est continue donc elle est
borné est atteint sa borne inférieure sur K, en posant a = minRe(z) on a alors a > 1
zeK

(carKc Q)et
Inn

nZ

1
VzeK, <27

X
na

Inn nn
La série Z — converge donc la série de fonctions Z — CVNsur K.
n n

Inn Inn
Z — CVN sur tout compact de () et les fonctions z — —,- sont continues sur ()
n oo n
donc la somme ) — est continue sur (2.
n=1 N

0 0
Alors les dérivées partielles 8_{ et —{ sont continue sur Q. { est donc de classe C'

X y
0 )
sur Q. Elle vérifie en plus la condition de Cauchy-Riemann a—( = ia—(, elle est donc
y x
holomorphe sur ), avec
o¢ **?Inn
VzeQ, {'(z) = =—=(z) = - .
<0 (@)= (@)=~

EXEMPLE 5 : Fonction I' d’Euler

Soit z € C, pour tout t €]0, +oo[, |[*"'e”| = tRe(2)-1e=t Donc si Re(z) > 0 alors la
fonction t —> t*"'e”" est continue intégrable sur ]0, +oo[.
On pose alors P* = {z € C/Re(z) > 0}, et pour tout z € P*

+00
I'(z) = f le tdt
0
+00

Comme pour { on fixe y € R est considére la fonction I, : x —> f ity

0
On démontre via la formule de Leibniz sur la dérivation d’une intégrale dépendant
d’un parametre que I, est dérivable sur ]0, +oo[ et que

+00 .
Vx €]0, +oo[, [j(x) = f In(t)t** e de
0
L s or
Ce qui justifierait lexistence de F et que
aI‘ +00
VzeP", B_(Z) = / In(t)t* e 'dt
X 0
Jr

Et de la méme facon, on démontre lexistence sur P* de E avec cette fois

y
+ or _ 2 oo z-1 -t
Vze P, —(2) =i In(t)t* e 'dt
oy 0

On démontre ensuite en utilisant le théoréme de continuité d’une intégrale dépendant

+00

d’un parametre que la fonction z — [) In(t)t*'e"dt est continue sur toute
partie de la forme [a, +oo[+iR de P* et donc sur P*.

T serait alors de classe C' sur P* et vérifierait la condition de Cauchy-Riemann.

On en conclurait que T est holomorphe sur P* et que

+00
Vze Pt T'(z) = f In(t)t* e "dt
0

EXEMPLE 6 : Logarithme complexe

On se propose ici de prolonger la fonction In sur un ouvert “maximal” Q) de C, en une

fonction holomorphe, tout en conservant la propriété : Vz € Q, e =z,

Analyse algébrique (le jeu de mots nous vous aura pas échappé).
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FONCTIONS HOLOMORPHES

Notons que siz € C* et w € C, (e ne peut étre nul puisque || = e*(¥) > 0)

e =z <— |€w|:

|z| et arg (e”) = arg(z) [27]

— R -z etIm(w) = arg(z) [27]

<= Re(w) =Inlz| etIm(w) = arg(z) [27]

<~ w=Inlz|+iarg(z) [27]
On peut constater dés lors quune définition analytique de In(z) reposera entiérement
sur une bonne définition de arg(z), et que déja il est possible de donner plusieurs
définition & In(z) selon la détermination de arg(z) quon choisira (le modulo 27).
Construction analytique :
Soit maintenant z € C* et posons z = x + iy ou (x,y) € R2. On pose aussi
r = |z| = \/x? + y? et soit O la détermination de Arg(z) qui se trouve dans l'intervalle
[-7, 7.

y _ sinf 2cos(6/2)sin(0/2) ~ tan(6/2)

x+r cosf+1 2cos?(0/2)
Sous caution parce que si y = 0 et x < 0 le quotient y/(x + r) serait indéterminé. On
devrait alors scarifier ces points (sur l'autel de baptéme de Saint-Logarithme), en
posant () = C\R_. Tant mieux parce que dans ce cas 6 serait pris dans l'intervalle
] = 7, [ ce qui régle aussi le probléeme de définition de tan(6/2) et méme de faire
jouer arctan. Ayant 0/2 €] — /2, m/2[ la derniére égalité est équivalente &

J
xX+r

On a alors sous caution :

0 = 2 arctan

On fonce maintenant, en posant

1 . y
Vz=x+iyeQ, f(z) = —ln(x2+y2) +21arctan(—).
2 X +/x2 + y2

ou encore avec les variables r €]0, +oo[ et 6 €] — 7, [
Vz=re € Q, f(z) =Inr+if
r et 6 sont des fonctions de classe C' de x et y donc f est de classe C' sur Q.

Maintenant quon sait que f est de classe C' on dérive partiellement Iégalité e/ @) =g
par rapporta x eta y.

2 () 1 dexp)(f(2))- 2L (2) =1
i( f(z)):l done d(ex )(f(z)) ﬂ(z):i
oy p 3y
g_f(z)ef(Z) 1
donc X
% 2)ef® =
L@ -
f (et L
et donc gji( - _Z'
= =ie (2) = 1
a)’(Z) = ie” z

f qui est de C' vérifie donc la condition Cauchy-Riemann, elle est donc holomorphe
sur (). Avec comme on pouvait sy attendre

Vzeq, f(2) - g—i(z) _ 2

S. BoujaIDA @



L3 Un résultat utile

Résumons : On pose Q) = C\R” et pour tout z = x + iy €

1
f(z) = zln (x2 + yz) + 2iarctan (4) = In|z| + iarg(z)

P
arg(z) désignant ici la détermination de largument de z dans l'intervalle | - 7, 7[.
f est une fonction holomorphe sur Q vérifiant :

1
VzeQ, ef@ =z et f'(z) = -
z

VOoCABULAIRE : Si Q est un ouvert non vide de C, on appelle détermination du
logarithme complexe sur Q) toute fonction g holomorphe sur Q) et telle que :

VzeQ, e8®) =z
La fonction f ci-dessus est appelée détermination principale du logarithme complexe sur
Q = C\R_, on la note In.

EXERCICE 2 : (Déterminations dulogarithme complexes)
Soit ¢ une détermination du logarithme complexe sur louvert O = C\R”.

1. Montrer que pour tout nombre complexe z, e° = 1 < z € 2inZ.
2. Montrer que (2 est connexe par arcs.

3. Montrer alors qu’il existe k € Z tel que : Vz € Q, g(z) =Inz + 2ikn
(k ne dépend que de g pas de z).

4. Soit maintenant « € R. On pose h(z) = In (zeii“) +ia
a) Préciser louvert Q, sur lequel est définie h.

b) Montrer que h est une détermination du logarithme complexe sur Q.

I.3 Un résultat utile

La proposition suivante nous sera utile dans la suite de ce cours.

ProrosiTION [.4
Soit une fonction holomorphe f: O — C.

1. Soit I un intervalle non trivial de R et ¢ : I — C une fonction de classe C' telle que
f(I)cQ.
Alors f o ¢ est de classe C' sur I et :
Viel, (fo)' (1) =9 ()f (9(1))
2. Soient V un ouvert de R* et ® : V — C, (s,t) —> ®(s, t) une fonction de classe
C' telle que (V) c Q.
Alors f o @ est de classe C' sur V et pour tout (s,t) € V :

@(s,t) =f'(®(s,t))g—{(s’t)

@(s,t) =f'(®(s,t))%(s’t)

PREUVE : Les deux énoncés découlent de lexpression de la différentielle de la fonction holomorphe f
et des résultats de calcul différentiel rappelé au début de ce cours.

S. BoujAIlDA



FONCTIONS HOLOMORPHES

II. Fonctions de classe C™, fonctions analytiques

II.1 Définitions et premiéres propriétés

DErINITION II.1
Soit une fonction f : QO — C.

L f est dite de classe C*° sur Q si et seulement si

f est holomorphe sur Q
f" est de classe C™ sur Q
(' Si, si cela fonctionne treés bien).
On définit alors la suite des fonctions dérivées successives ( f (n) )n de f par
fO=f
{\m eN, fmD = (fmy’
2. f est dite analytique sur (), si et seulement pour tout zy € Q, f est “développable en
série entiére sur un voisinage de z,”, cest a dire

+00
Vzg € Q, 3r>0, 3(an)n € CV; D(20,7) c Qet Vz € D(zo,7), f(2) = > an(z—20)"
n=0
REMARQUES
1. On montrera dans ce paragraphe que toute fonction holomorphe est de classe C*, on

comprend alors pourquoi il est inutile de parler, pour n € N, de fonctions de classe C"
de la variable complexe.

LEMmME I1.1
. . N fo. s n n-1 A

Soit une suite (a,), € C". Les séries entiéres Z a,z" et Z na,z"  ontle méme rayon de

convergence.

PREUVE : Soient R et R’ les rayons de convergence respectifs des séries entiéres Z a,z" et Z na,z".

Soit z € D(0, R), et soit alors r €] |z|, R[. pour tout n € N*,
n-1 n-1
1 z z
|nanz”_1|:n(||) |an|r" avecn(|) — 0
r r r n=oo
Donc na,z"™" = o( |a,|r"). Commer < Ralorslasérie Y |a,| r" converge et donc y na,z"~" converge.
Pour tout z de module inférieur a R la série na,z""' converge donc R’ > R.

-1 . . . _
Inversement a,z" = O(na,, |2|" ) implique que ) a,z" converge si y_ na,z" ! converge absolument.
AlorsR>R’.
Ainsi R’ = R.

ProrosiTIiON II.1
Soit )  a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0, et soit f sa somme sur le disque
ouvert D(0, R)

1. f est de classe C* sur D(0, R), et pour tout p € N

+00
Vze D(O,R), f(p)(z) = Z n(n—1)-(n-p+1)z""*
n=p
(n) 0
2. Pourtoutn e N, a, = f—'()
n!
3 Pour tout 7 €]0,R[ etn e N, a, = 1 Zﬂf(reie)e’i”ede
‘ ’ T 2 Jo ’
PREUVE :
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Définitions et premiéres propriétés

Montrons dabords que f est holomorphe sur D(0, R).
Soit zg € D(0, R). Pour tout z € D(0, R)\{O}

S LS = S (S ) - o)

z-2g zZ—-20 174

ot on a posé u,(z) = Z z’gz”‘k‘l. Posons p = E( |zo| + R) si R est fini, p = 1+|z¢| si R est infini.
k=0

Dans les deux cas on a |zg| < p < R.

Pour tout z € D(0, p), |a,u,(2)| < nla,|p"™

La série entiére Z na,z""" ale méme rayon de convergence que Z a,z", a savoir R. Comme

p < Ralors la série )" n|ay| p" ! est convergente et donc la série de fonctions > au, CVN sur

+o00

le disque D(0, p). Les fonctions u,, étant continues, la somme y , a,u, est donc continue sur
n=1

D(0, p) et en particulier en zy. On en déduit que

f(Z) f ZO) Jioa un(ZO) Znan n-1

Z—>Z()

Alors f est C-dérivable en z, et f'(zp) = Z na,zy", ceci pour tout zy € D(0, R).

n=1
f" est elle méme la somme d’une série entiére de rayon de convergence R, elle est donc continue
sur D(0, R). Ainsi f est holomorphe sur D(0, R) et

+o0o
VzeD(O,R), f'(z) =Y na,z"".
n=1

f' est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R, ce qui précéde démontre quelle
est elle méme holomorphe. On démontre ainsi par récurrence que f et toutes ses dérivées sont
holomorphes. Alors f est de classe C™ et pour tout p € N

Vze D(0,R), fP)(z) = f n(n—1)(n-p+1)z""*

n=p
2. Découle immédiatement de lexpression de fP) donnée précédemment.
3. Soit r €]0, R, et soit p € N. Pour tout 0 € [0, 27|
+0oo
f(re®)e =% anr"e'""P)% qyec pour tout n € N, |a,,r"e’("_1’)9| = |a,|r"
n=0
0 < r < Rdonclasériey  |a,|r" converge et donc la série de fonction y a,r"e " CYN sur
le segment [0, 27 ]. Une intégration terme a terme est donc possible, et sachant que pour tout
2m
kez, f e*0d0 = 2780, elle donne
0
T . .
f(re'®)e ?°d0 = 2ma,r?
0
APPLICATIONS
L D.S.E. de la fonction z — In (1 + 2)

Considérons la fonctions f : z — In(1+z) bien définie sur louvert Q = C\ ] - o0, —1].
In désignant la détermination principale du logarithme complexe sur C\R_.

f est holomorphe sur Q par composition de fonctions holomorphes et

1
VzeQ, f’(z)z—z

z"
Considérons maintenant la fonction g somme de la série entiére Z( 1)" = sur son
n

disque de convergence D(0,1).

g est holomorphe sur D(0,1) et pour tout z € D(O 1)
1

¢E) = S R e -

n=0
— f est holomorphe de dérivée nulle sur le convexe D(0,1), elle yest donc constante.

S. Boujaipa



FONCTIONS HOLOMORPHES

Comme f(0) = g(0) = 0 alors

VzeD(0,1), f(z) =In(1+2) = +i)(—l)la—l%

EXERCICE 3 : (Théoréme de Liouville)
Soit ) a,z" une série entiére de rayon de convergence infini, et soit f sa somme sur C.
Montrer que si f est bornée sur C, alors f est constante.

COROLLAIRE II.1.1
Soit f une fonction analytique sur Q

1. festdeclasse C*™ sur Q.

2. Soit zg € Q, et soit r > 0 tel que D(zp,7) c Q et

Vz e D(zo,71), f(2) = Ji:)an(z— z0)".

Alors
(n)
e VneN, g, = f—(zo)
n!
1 an i6y —ind
e Vpelo,r[, VneN, a, = f(zo + pe'”)e ""d6.
2mp™ Jo

PREUVE : Soit zy € Q et soient r > 0 et (a,), € C" tels que

+o00

VzeD(z,1), f(z) = > an(z-2)".

n=0

+o00
Posons alors pour tout h € D(0,1), g(h) = f(zg+h) = Y a,h".

=0
g est la somme d’une série entiére sur D(0, 1), elle est donc de classe C* sur D(0, ).
Maintenant puisque pour tout z € D(zy, 1), f(z) = g(z — z¢) alors f est de classe C* sur D(zy, r).
Ainsi pour tout zy € Q, il existe r > 0 tel que f soit de classe C* sur D(zo, ). Elle est donc de classe C*°
sur Q.
Ensuite, en reprenant la fonction g définie précédemment pour le point z, on aura pour tout n € N
_g"(0) _ f" (=)

n! nl

an

1 20y —ind 1 2 10y ~inf
et pour tout p €]0,7[, a, = f g(re’™)e™"%do = f f(zo+7e’”)e”""do
0 0

- 2mp" 2mp"
REMARQUES
1. Soit f une fonction analytique sur Q et soit zg € Q, r > 0 et (a,), € C" tels que
Vz e D(zo,1), f(2z) = Jrzo:o an,(z—-20)".
n=0

Soit p €]0, r[. On a alors pour tout 6 € R

+o00
f(Zo +Pez€) _ Z anpnezn(?
n=0
2 i0 ind
En posant ¢, = - f(zo +pe?)e "’d0, lexpression intégrale du coefficient a, donne
 Jo

¢y = aup" et donc
+00
VOeR, f(z +pe'9) =y cpe™?
n=0

On reconnait 13 le développement en série de Fourier de la fonction de classe C*, 27-
périodique 0 — f (zo + pe’e), qui obligatoirement va vérifier ¢, = 0sin < 0.

Cette observation servira de base dans la démonstration de 'analycité d’'une fonction holo-
morphe.
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IL.2  Analycité dune fonction holomorphe

II.2 Analycité d’'une fonction holomorphe

THEOREME II.1

Toute fonction holomorphe sur ) est analytique sur Q.

Plus précisément, soit f une fonction holomorphe sur Q et soit zy € Q2. Posons
R=sup{r>0/D(z,r) c Q}

avec la convention R = +oo si ce dernier ensemble nest pas majoré.

Alors il existe une suite (a,), € C" telle que

Vz e D(zo,R), f(2) = +Z°:° an(z - zp)"

PREUVE: (Duprés CNC 2008 MATHS I)

Soit zy € Q. Le fait que Q soit un ouvert assure que lensemble {r > 0/ D(zg,1) C Q} est non vide, s’il
est majoré on note R sa borne supérieure, sinon on pose R = +oo. (Noter quon ne peut avoir R = +oo
que si Q = C parce quon devrait avoir : Vr > 0,D(0,R) c Q)

Soit maintenant p €0, R[ et considérons la fonction ¢ : 0 — f(zo + pe'®), 0 € R.

¢ est une fonction 2m-périodique de classe C' comme composée d’une fonction de classe C' et dune
fonction holomorphe. Sa série de Fourier converge donc normalement sur R et sa somme est ¢.

Posons pour tout n € Z, ¢, (p) = 1 / (p(B)e_”’edB = zl f f(zo +pe’9)e_”'9d6
0 m Jo

2w
On a alors
. oo .
VOeR, ¢(0) = f(zo+pe) = > ca(p)e™® (1)

Soit n € Z et intéressons nous maintenant a la fonction

1 o o
Cpipr— E/ f(zo +pe®)e™%d0, pe[0,R].
0
Pour cela on considére la fonction ¥ : (p, 8) —> f(zo + pe'®) définie sur U = [0, R[x[0, 27]. de sorte
que pour tout p € [0, R[

1 2 —in
ca(p) = E/o ¥(p,0)e "0d0

Y est la composée de la fonction (p, 0) — zo + pe'® qui est de classe C' sur U et de la fonction f qui
est holomorphe sur Q, une proposition du paragraphe précédent affirme que ¥ est de classe C' sur U et

¥V , i 0 i i0 o1 i
queafp(l’»e) = (2o + pe 9)5(20 + pe 9) =e 6'f (zo + pe 0)

Alors c,, est une fonction de classe C' sur [0, R[ dapreés le théoréme de dérivation d'une intégrale dépendant
d’un parameétre (sur un segment) et

1 2m . )
Vp € [O,R[, C::(P) = 7 [ f,(ZO +p619)e1(1_n)0d6
7T 0 . .
Soit p €]0,R[, en utilisant la fonction 0 —> f'(zo + pe'®)e’® dérivée de la fonction de classe C',

60— _—f(zo + peig), une intégration par parties donne
i

1 [[ein® w7 in 0 i n
c;(e>:([ . f(zO+pe’9)] e [T flaospee '"Ode):cn(m
27 ip o ipJo p

c
La fonction c,, est donc une solution sur |0, R[ de léquation différentielle : po, T ne= 0
p

On en déduit qu’il existe une constante a,, telle que
Vp €]0,R[, cu(p) = anp”
Comme c,, est de classe C' sur [0, R[, elle est continue en 0. Lexpression de c,, implique alors forcément
que a, = 0sin < 0. et donc
n<0=Vpe[0,R[, c,(p)=0
La relation (1) devient alors :

+o0
Vpe[0,R[, VO eR, f(z +pe’0) =y aup"e?
n=0

Puisque tout élément de D(zy, R) peut sécrire sous la forme z = zo + pe'® oit p € [0, R[ et 6 € R alors

+ 00

VzeD(zo,R), f(2) = > an(z-2)".

n=0
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CoROLLAIRE Il.1.1
Toute fonction f holomorphe sur Q est de classe C*° sur Q. En particulier f’ est aussi
holomorphe sur Q.

APPLICATIONS
L Soit f la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0. Si f ne sannule

1
pas sur D(0, R), alors 7 est développable en série entiére sur D(0, R).

1
En effet; J? est holomorphe sur D(0, R) donc elle est analytique sur D(0, R). Si R’

est le rayon de convergence de son développement en 0 alors
R" > sup {r > O/D(O, r)c D(O,R)}, soit R' > R.

2. C est algébriquement clos

Tout polyndme non constant a coeflicients dans C admet au moins une racine dans C.
(On en déduit ensuite que tout polyndme non constant de C[ X] est scindé).

En effet; soit P = a, X" + a, 1 X" '+ -+ a1 X + ag € C[X].
Supposons que P nadmet pas de racines dans C, et montrons qu’il est forcément
constant.

P est holomorphe sur C et ne sannule pas sur C donc la fonction f = 1/P est
holomorphe sur C.

Pour tout z € C* on peut écrire

ap-1  Ap-2 ap ap
P(z)—anz”zz”( o +oe +—

z ZZ Zn—l Zh
avec
apn-1  Ap-2 a1 ao
+ + - +— — 0
z z2 PALRLI AL P/

On a donc P(z) — a,z" = o(|z["). On en déduit que |P(z)| 0 lan||z|" et donc
Z|—=>+oo

que |[P(z)] —> +oo
|z]>+00

1
il existe donc R > 0 tel que : Vz € C, |z| > R = |f(2)| = e <L
z

f étant continue sur le compact D(0, R) elle y est bornée, en posant
M = max(1, sup |f(z)|)

|z|<R
onaalors : VzeC, |f(z)| < M.
f holomorphe sur C et elle est borné sur C. D’apres le théoréme de Liouville, elle est
constante sur C. P est donc constant sur C.

II.3 Principe des zéros isolés

LEmMmE II.2
On suppose que () est connexe par arcs. Soit W une partie de Q.
Si W est a la fois un ouvert et un fermé relatifs de Q alors il est soit vide soit égal a Q).

PREUVE : Supposons par labsurde que W est un fermé et un ouvert relatifs de Q) et qu'’il est non vide
et inclu strictement dans Q.

Posons alors F = Q\W. W et F sont des fermés relatifs non vides de Q. Soient donca € Wetb e F. Q
est connexe par arcs, il existe donc une fonction continue ¢ : [0,1] —> Q telle que ¢(0) = a et (1) = b.
Par continuité de ¢ les ensembles ] = 97" (W) et K = ¢~ (F) sont des fermés de [0,1] et donc de R, qui
forment en plus une partition de [0,1].
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I1.3  Principe des zéros isolés

] est une partie non vide majoré de R, elle admet donc une borne supérieure B, et puisque J est fermé
alors B € J. 1€ K donc f3 < 1et puisque = sup J alors |,1] c K,
K étant lui méme un fermé, le fait davoir 8 ¢ K et |,1] c K méne a une contradiction.

LEmME I1.3
On suppose que () est connexe par arcs. Soit f une fonction holomorphe sur Q. S’il existe
zp € Q) tel que

VneN, fM(z)=0
Alors f est nulle sur Q.

PREUVE : On suppose qu’il existe zy € Q tel que f("™ (z9) = 0 pour tout n ¢ N. On considére alors
lensemble non vide

W:{zEQ/VneN,f(")(z):O}
W est un fermé relatif de QO

W= ()" ({o})

neN
les ensembles ( f (n) )_1 ({0}) sont des fermés de Q) car ils sont des images réciproques du fermé {0} par
des applications continues. W est donc une intersection de fermés de Q, il est lui méme un fermé de Q.
W est un ouvert relatif de Q.
Soit w € W, f étant holomorphe sur Q, elle est analytique sur Q. il existe donc r > 0 tel que D(w,r) c Q
et

VzeD(w,r), f(z)—Zf (w)( w)"

et puisque w € W alors f est nulle sur D(w, 1) et donc D(w r)c W.

Ainsi W est un ouvert relatif de Q)

Conclusion : W est un ouvert et un fermé relatifs de Q, qui est non vide. Dapres le premier lemme, il est
égal a Q. f ainsi que ses dérivées successives sont donc nulles sur Q.

THEOREME II.2 (Principe des zéros isolés)
On suppose que louvert ) est connexe par arcs.
Soit f une fonction holomorphe sur Q2 quoon suppose non partous nulle sur Q.
Soit zg € Q. Si zy est un zéro de f, alors il existe r > 0 tel que et

D(zg,r) c Q et (Vze D(zo,7)\{z0}, f(z) #0)
On dit que les zéros de f sont des points isolés de Q).

PREUVE : Puisque f est non nulle, dapres le deuxiéme lemme il existe au moins un n € N tel que
£ (24) # 0. Soit donc

p= min{n € N/ £ (z0) # 0}
f est analytique donc il existe p > 0 tel que D(zg, p ) c Q et

vz eD(anp), f2)- 3 L I (o

et par définition de p
(n)
Vz e D(z0,p), f(2) = (z2—20)Pg(2) avec g(z) = Z SH (ZO)(Z z0)" 7P
n=p '
f(" ( 0) e ,
g(z0) = # 0 et g, somme d'une série entiére, est continue sur D(z, p).

La contmuzte de g en z, assure lexistence dun r €)0,p] tel que pour tout z € D(zo,r),

lg(2)[ > |g(20\ >0.
Ona alors Vz € D(zo,1)\{20}, f(2) = (z2-20)?g(z) #0.

EXERCICE 4 : (Zéros dune fonction holomorphe)
Soit f une fonction holomorphe sur ). On note Z lensemble des zéros de f dans Q.

1. Montrer que Z; est un fermé.

2. Montrer que toute suite convergente déléments de Z est forcément stationnaire.
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3. En déduire que que toute partie bornée de () contient au plus un nombre fini de zéros

de f.

ExeERrRcCICE 5 : (DSEdelafonction1/f)

Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0, et f sa somme sur D(0,R). On
suppose que f(0) # 0. On reprend la notation Z de lexercice précédent et on suppose que
Zf * .

L Montrer que d(0, Z¢) > 0. On pose r = d(0, Zy).

1
2. Montrer que ? est développable en série entiére sur D(0, 7).

ExXERCICE 6 : (Principe du prolongement analytique)

Soient f et g deux fonctions holomorphes sur .

Utiliser le principe des zéros isolés pour montrer que si f et g prennent les mémes valeurs au
voisinage d’'un point quelconque de Q alors elles sont partout égales sur Q).

III. Transformée de Laplace

Soit une fonction continue f : [0, +oo[—> C.
On suppose quil existe C > 0 et a € R tels que
Vit e [0, +oo[, [f(t)] < Ce™
On considére alors louvert Q) = {z eC / Re(z) > a} et on pose pour tout z € €,

Lf(z) = fo " f(eHar,

La fonction L f est appelée transformée de Laplace de f.

ProrosiTIiOoN III.1
L f bien est définie et elle est holomorphe sur Q. De plus

VzeQ, (Lf)(2) =-[0+°° F(1)edt

F(1)e ™| = |f(1)] e R < CelaRD gyec g — Re(z) < 0.
donc la fonction t — f(t)e %" est intégrable sur [0, +oo] et par suite L est bien définie en z.
On peut comme pour la fonction T d’Euler, considérer les fonctions partielles x — Lf(x + iy) et
y —> Lf(x + iy) et ainsi calculer les dérivées partielles de L f selon x et y via la formule de Leibniz.
On va s’y prendre toutefois autrement. Soit z € Q et montrons que f est C-dérivable en z par
caractérisation séquentielle en saidant du théoréme de la convergence dominée, technique utilisée
notamment dans la démonstration méme du théoréme de continuité d'une intégrale dépendant d'un
paramétre.
Soit donc une suite (z,,), déléments de Q\{z} qui converge vers z.

0o p—Znt —zt

Lf(Zn)—Lf(Z) :[+ € —€ f(t)dt
Zn—2Z 0 zZ-2zy

et posons pour tout n € N et t € [0, +oo[

PREUVE: Soitze (),

e e
t) = t)—
0u(0)= 1)
les fonctions ¢, sont continues sur [0, +oo[ et pour tout t € [0, +oco[, la fonction z —> e™'* étant

holomorphe, la suite (¢, (t))n converge vers —tf(t)e”*'. La suite de fonctions (¢, ), converge donc

—zyt _ -zt

t

simplement sur [0, +oo[ vers la fonction ¢ : t — —tf(t)e .
Linégalité des A.F. appliquée a la fonction z — e~ donne ensuite pour tout t € [0, +oo[

VneN, e—t((l—u)z,,+uz)

e —e | <t sup
ue[0,1]

|z — z,|

<t sup e—t((l—u)Re(z,,)+uRe(z))

ue[0,1]
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comme z et les termes z,, sont dans Q alors Re(z) > a et Re(z,,) > a pour tout n € N, la suite (Re(zn))n
converge vers Re(z) donc en posant b = (a + Re(z))/2, b < Re(z) donc il existe un rang N a partir

duquel on aura Re(z,) > b. Alors

¥n >N, |e " - e | < te % |z, - 2]

On aura ainsi
Vn 2 N,Vte[0,+00, |ou(t)| < t|f(t)] e < Ctel®=®)!
La fonction t —> Cte ™) étant continue intégrable sur [0, +oo].
Duapreés le théoréme de la convergence dominée la suite ( [[ ! q)n) converge vers /[ : o, ie
0,400 n 0,400

. Lf(zy)-Lf(z) .. +oo ot
| B I | n= = - tf(t 2t dt
1 m [[0,+oo[ 4 /[O,+oo[ ¢ [O f( )e

Zy—2Z
Ainsi Lf est C-dérivable en z et

+o00
LY@ == [ tf(ear
0
La continuité de (Lf)' se justifie maintenant en notant la continuité de la fonction (z, t) — —tf(t)e >

et en utilisant la domination sur toute partie [, +0o[x[0, +oo[ de Q (a > a)
|tf(t)e | < Ctele )"
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