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Blague du jour :

Cing ingénieurs et cinqg commerciaux se déplacent pour aller a un salon. Chacun des 5 commerciaux va acheter un billet de train. Les ingénieurs
n‘achétent qu’UN seul billet. Les 5 ingénieurs vont s'enfermer dans les toilettes juste avant que le contréleur n'arrive. En passant, le controleur
voit que les toilettes sont occupées. Il frappe a la porte et demande "Votre billet, s'il vous platt!”. Les ingénieurs glissent LE billet sous la
porte. Le contréleur est satisfait et s'en va. Les commerciaux sont bien s(ir extrémement vexés que les ingénieurs leur ont encore une fois fait
la legon. Pour le retour, les 5 commerciaux achétent UN seul billet. Quant aux ingénieurs, ils n‘achétent AUCUN billet. Les 5 commerciaux
vont s'enfermer dans les toilettes juste avant que le controleur n'arrive. Les ingénieurs passent discrétement a coté, frappent a la porte et
demandent "Votre billet, s'il vous plait!” et se réfugient dans les toilettes suivantes.... La morale de l'histoire : les commerciaux essayent
toujours d'appliquer les techniques des ingénieurs sans jamais vraiment les comprendre.

Mathématiciens du jour Frenet-Serret
e Jean Frédéric Frenet (1816-1900) était un mathématicien, astronome et météorologue francais. Il est connu pour avoir découvert (indépendamment) les formules de
Serret-Frenet. Il fait ses études & U'Ecole Normale Supérieure.

e Joseph Serret (1819-1885) (photo ci-dessus) est un mathématicien et astronome francais, spécialement connu pour les formules de géométrie différentielle associées
au triedre de Serret-Frenet. Polytechnicien en 1840.

1 Courbes. Exo Soit D la droite passant par O d'angle polaire € [,g) g}
11 Courb l 2 1) Montrer que D recoupe (T') en deux points My, M/,
. ourbes planes.
P 2) Calculer la longueur du segment [M(x, M’OJ
X2 y? 3) Déterminer le lieu H des milieux de [M(x, M’(x] quand « € [75, E}
Exo On considere les deux ellipses : (§): - + —5 = 2°2
1 4}(‘5 y“}’ 4) En déduire une construction géomterique des points My, M/,
n. _
(&): v + b2 = 1
1) A quelle condition une droite d'ééquation : ux + vy + w = 0 est tangente
(&) Exo Soit P la parabole d’ééquation : y? = 2px (p>0)
2) Pour tout point M de (&) on méne les deux tangentes a (&') qui recoupent 3 1) Quel est lensemble (&) des points du plan par lesquels passent trois nor-
(&) en P et Q montrer que la droite (PQ) est tangente (&) males la parabole
Utiliser les coordonnées polatres ) 2) Quel est l'ensemble (&') C (&) des points tel que deux parmi ces trois droites

sont perpendiculaires
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Soit (v) la courbe de représentation paramétrique définie par :

1)
2)

3)
)

tel que a >0

x (t) = a (14 cos(t))
y (t) = asin (t)

Reconnaitre la nature géometrique de (y)

Soit (T') 'ensemble des projections orthogonales de O sur la tangentes a (y).
Donner une repésentation paramétrique de (') .

En déduire une ééquation polaire de (')
Soit M un point de (I') d'angle polaire 0, T le vecteur unitaire tangent en
M a (T') orienté dans le sens des 0 croissants,exprimer l'angle <Ol§i,?

En déduire les poins de (T') ou la tangente est verticale ou horizontale

Soit (y) arc géométrique plan tel que : YM € (y) on a : l'angle MOC est droit
ol C est le centre de courbure de (y) au point M

1)

2)

3)

)

Si o désigne l'ange entre l'axe (Ox) et la tangente a (y) au point M montrer
dy dx)

Si 0 désigne l'ange entre la droite (OM) et U'axe (Ox). Montrer que : g—g =1
On pourra utiliser les coordonnes polaires avec 1 = OM.

Soit B l'angle entre la droite (OM) et la tangente a (y) au point M, justifiez
que tan(B) = %

En déduire que (y) est une spirale.

Soit (y) larc géométrique plan définie par 'ééquation polaire :

1)
2)

3)

4)

r(0) = sin™ <%> tel quen e N 0 <0 <nn

aoM

0 .
En déduire que si 3 est l'angle entre la droite (OM) et la tangente (y) au

calculer ||

point M alors : 3 = e
En déduire l'angle « entre l'axe (Ox) et la tangente (y) au point M, puis R
le rayon de courbure.

Soit M'e la projection orthogonale de C, centre de courbure de (y) au point
M, sur la droite (OM), montrer que M’ est l'image de M par I'homothétie

d tre O etd t
e centre O et de rappor —

Exo Construire les courbes d'ééquation polaire :
I :
sin ()
1 =
) P8 cos(0) —1

2) p(0)=1+tan <%>

Exo

y (t) = /sin(t)

p(0) =0sin(0)

p(0) =4 cos(0) cos (20)
p(8) =2cos(0) — cos (20)
p(08) =1—tan(20)

Soit (y) la courbe de représentation paramétrique définie par :

38 x (t) = +/cos (1)

tel quete}o,g[

Quels sont les points pour lesquels le centre de courbure coincide avec l'origine

Exo

Déterminer les courbes pour lesquelles

0 MOC = g tel que C centre de courbure de la courbe au point M

Exo

Soit (y) courbe plane parametrée de classe C3,(yq) Uensemble des points, C

J{0)] centres de courbure de (), et (v2) Uensemble des milieux I des segments [M, Cy]

—
Montrer que la tangente (y2) au point I est orthogonal MC;

Exo

11

l'ensemble de ces projections.
Montrer que la normale (y1) au point H passe par le milieu de [O, M]

Exo
]_2 suivantes :

1) Cycloide : {

2) Astéroide : {

x=t—sint

y=1—cost

X = acos3t

Y= asin®t

3)

Soit (y) une courbe plane parametrée de classe C', tout point M de (y) on
associé H la projection orthogonale de O sur la tangente en M (y), et soit (y1)

Déterminer les coordonnes du centre de courbure au point M pour les courbes

Hyperbole : xy = 1.
2 2

Ellipse : X Y

2=t

Spirale : p = e°.
Cardiotde : p =1+ cos 6.
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1.2 Courbes gauches. x(t) = acos(t)/ch(mt)
Exo On considére la courbe y définie par : Exo Soit () : § y(t) = asin(t)/ch(mt)
13 x(t) = i 16 z(t) = ath(mt).
1 —It_3t2 1) Montrer que (I') est tracée sur (X), la surface de révolution autour de Oz et
yt) = e d’équation : x* +y? + 2% = a%.
© t2 2) Donner un paramétrage de X : (u,v) — M(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)).
2(t) =
.. 1412 ) . 3) Montrer que la tangente a la méridienne passant par M(u,v) est dirigée par
On suppose qu'ils existent quatre points My, M, M3, My de 'y de paramétres res- oM oM oM
pectifs t1, t, t3, t4 qui sont coplanaires. Soit le plan P d'équation ax+by+cz—d = B et la tangente (') passant par M(t, mt) est dirige par m + me

0 passe par ces points. L .
P P P 4) Vérifier que le cosinus de ces deux vecteurs est constant.

. .. ~ 4 3
1) Montrer que ty, £5,13, t4 sont les racines (distinctes) du polyndme at™+bt"+ 5) En déduire que (T") coupe les méridiennes de (X) suivant un angle constant

2
ct _' d. (loxodromie).
2) En déduire que titats +titats + titsts + tatsts =0 6) Réciproquement, soit une loxodromie de (X) : une courbe y ={u(t),v(t), t €
3) En déduire que 1 + 1 + 1 + 1 = 0 si aucun des t; nest nul. I} tracée sur (X) tel que le cosinus de l'angle entre cette courbe et une
t L otz méridienne de (X).
. u’
Exo Soit y une courbe de l'espace, et y; la courbe décrite par le centre de courbure, a) Montrer que ce cosinus vaut : VuZ vz
J¥/8 [, en un point M de y. On suppose que la courbure de y est constante et sa torsion /
non nulle. On note par T,7T1,c¢,cq les torsions et courbure respectives de y et y;. b) En déduire que v m est constant.

(f,ﬁ,g) et (f1,ﬁ1,§1) les repéres de Serret-Frenet associés respectivement a vy

c) En prenant u(t) =t, en déduire que 7y est déduite de (I") par rotation
et y1 et enfin s et sq les abscisses curvilignes relatives aux deux courbes y et y;

autour de Oz.

1) Justifier les foimules suivantes; 7) Donner l'équation polaire de la projection de (') sur xOy, dessiner cette
dl Tz = = ds; T = - projection.
ds c ! " ds ¢ !
2) En déduire que que la courbure de yq est aussi constante, préciser cette
constante.
3) En déduire que 11 = _C_z' Exo Soit y la courbe d'équations dans R3:
T 17 X —y?—dx+2 =0
X+z =1
et L la surface engendrée par la rotation de (I") autour de Oz.
2 Surfaces. 1) Dire pourquoi y est un courbe plane, préciser sa nature.
— +/x2 2 2_ .2
Exo Soit v le cercle intersection de la sphére d’équation x? +y?+z? =1 et du plan 2) Pour M(x,y,z) €T, on pose 7= /x* +y* Montrer que 2z =1~
I8 d'équation x +y =1, et S = (1,1,1). Déterminer 'équation cartésienne du cone 3) En déduire que T est incluse dans 'hyperboloide de révolution d’équation
L de sommet S s'appuyant sur y. _ ., 222 =x? +y2
Indication: YM € ¥ Jt € R, 3P € vy tel que SP = tMP, on trouve alors : 4) Conclure que cette hyperboloide de révolution n'est autre que X.

X2+yl+z2—2xz—2yz+2z=1.
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Exo Soient 87, S les surfaces d’équations xX+yl+xy=1lety’+z2+yz=1, et
18 vy=8 NS

1) Donner en tout point de y le vecteur tangent..

2) Montrer que tout point M(x,y,z) de y vérifie (x —z)(x +y +z) =0.

3) En déduire que y est la réunion de deux courbes planes.

4) Quelle est la projection de y sur Oxz?



	Courbes.
	Courbes planes.
	Courbes gauches.

	Surfaces.

