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Blague du jour :

e Quelle différence y a-t-il entre Windows et un clou?
Réponse : Aucune : tous deux sont destinés & se planter.

e Quelle est la différence entre Windows et un virus ?
Réponse : Le virus lui, il fonctionne.

Mathématicien du jour Ibn al-Haytam
Ibn al-Haytham (965-1039) est un mathématicien et un physicien perse. Il est I'un des péres de la physique
quantitative et de 'optique physiologique.

Craignant de possibles sanctions du calife d’Egypte, qui lui confie le projet d’arréter les inondations du
Nil, il fait semblant de folie et fit assigné a résidence. Il profita de ce loisir forcé pour écrire plusieurs
livres (environ 200)

Il a été le premier & expliquer pourquoi le soleil et la lune semblent plus gros (on a cru longtemps que
c’était Ptolémée). C’est aussi lui qui a contredit Ptolémeée sur le fait que 'ceil émettrait de la lumiére.
Selon lui, si I’eeil était congue de cette fagon on pourrait voir la nuit. Il a compris que la lumiére du soleil
se reflétait sur les objets et ensuite entrait dans I’ceil.

Il fut également le premier illustrer ’anatomie de I’ceil avec un diagramme. Il dit qu’un objet en mou-
vement continue de bouger aussi longtemps qu’aucune force ne 'arréte : c’est le principe d’inertie que
Galilée redécouvrira longtemps apreés.

On lui doit I'invention de la chambre noire, instrument optique qui permet d’obtenir une projection en
deux dimensions trés proche de la vision humaine.

1 Intégration sur un segment.

1
. 1
Exercice 1 Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que / f= 7
0
Montrer que f posséde un point fize sur [0, 1].

‘Exercice 2 Soit f une fonction , continue, positive sur [a,b].

1/n
Montrer que hm (/ f(x ) = sup f(z). Interpréter ce résultat a l'aide des normes.

n—+00 z€(a,b]

T (r—t)nt
(n—1)!
g = f. Penser a utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.

‘Exercice 3 Soit f : [a,b] — R continue. On pose g(x) = / f(t)dt. Montrer que

Page 1 /[


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://myismail.chez.com

Mamouni,
MP-Maths

CPGE Rabat

Feuille d’exercices
Intégration vectorielle

mamounl.myismall@Ogmail.com
myismail.chez.com

1)

2)

3)

‘Exercice 4 Sommes de Riemann.

Inégalité de Jensen.

Soit f : [a,b] — R continue et g : R — R continue convexe.

b b
Démontrer que g (ﬁ/ ft) dt) < ﬁ/ g(f(t))dt.

Moyenne géométrique.
Soit f:]0,1] — R continue. Montrer que :

lim
n—oo

Déterminer les limites des suites suivantes.

k=1
b) %ésin (]%T)
c) sm(z) ” !
n/ £~ 24 cos (&)
d) <ien;+k> -n,
k=1

on pourra utiliser l’inégalité :

2
xge””—lgx—l-%,VxG[O,l].

. 1 n
e sin 1
) Xo(7r) b 13
0 ‘inspirer de U le précé- h=2
dezfourm s’inspirer de l’exemple précé Od Ay Ao, ... A, les sommets d'un po-
1 1 1 lygone régulier inscrit dans un cercle de
1) ﬂ#1+ﬂ#9+"'+m centre 0 et rayon 1.

(I @)+ 20C)) (1 11G) = ([ 50

1
On pourra utiliser : ¥ x© > —5 z—22<lnz <z

9)

7)

pour k > 2 fixé.

1
2 + cos(3km)”

n

Z Vk. Donner un équivalent simple.
k=1

1)

2)
3)

4)

5)
6)

7)

‘Exercice 5 Intégrales de Wallis.
On note I, = /2 cos" t 1.
0

s

2
Comparer I,, et / sin”™ ¢ ¢.
0

En coupant [0, g} en [0,a] et [a, g}, démontrer que HIE I, =0.

Chercher une relation de récurrence entre I, et I 1o.

En déduire Iy, et Ioi1 en fonction de k.

T
Démontrer que nl,I,,_1 = 5

Montrer que la suite (I,,) est décroissante

Démontrer que I, ~ I,_1 et en déduire un équivalent simple de I,

En déduire un équivalent simple de < 2: ) quand n — 0.
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‘Exercice 6 Irrationalité de n et de e.
X"(gX —p)"

Soit (p,q,n) € N*3, on pose P,(X) = ;
n!

1) Préciser les racines de P, ainsi que leurs multiplicités .
2) Montrer que P,ﬁ’“)(o) €7, Y0<k<2n.

3) En déduire que Pr(lk) (B) €7, Y0<k<2n.
Penser un changement de variable.

4) On suppose m € Q et on pose ™ = b
q

a) En déduire de ce qui précéde que / P, (t)sintdt € Z.
0

K

b) Montrer que lim P, (t)sintdt = 0.

n—s-+oo 0
s
¢) Conclure que la suite (/ P, (t) sin tdt) est stationnaire en 0.
0 neN*
d) Déduire une contradiction, puis conclure.

1
5) En raisonnant cette fois sur/ P, (t)e'dt, montrer que e ¢ Q.
0

‘Exercice 7 Densité des fonctions en escalier
Soit f : [a,b] — R continue telle que pour toute fonction g : [a,b] — R en escalier,

b
/ f(®)g(t) t =0. Démontrer que f = 0.

‘Exercice 8 Lemme de Riemann-Lebesgue.
b

Soit f: [a,b] — R, montrer que : N 1in+1 f(@&)sin(At)dt = 0 dans les cas suivants :

1) f de classe C* sur [a,b].
2) [ en escalier sur [a,b].

3) f continue par morceauz sur |a,b]
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2 Intégration sur un intervalle quelconque.

Exercice 9 Etudier lexistence des intégrales suivantes :

+o00 +o0o _sint 1ia0
1./ __ 2/ S 3/ oty
oo €t tZet 1 t o Int
oo dt feo 1442 oo +2
. SR — 5. In(——\)dt 6 2 3)1 dt
4], Hmpinmo /01 n(1+t3) /0 ( i+ )n(t+4))
O tInt dt oot + 1)6“ -t
7. L 8. 9. L " &
[ Y S
> dt > In( t t
10./ sin(t2) dt 11./ 12/ In(arctant)
0, 0, arccosﬁt 0,
*In(l+1/t) dt Int >
13./ In(1 +1/¢) di 14./ Ity 15/ 1—e—1/f)d
1 (t?—1) o (1-1) 0

1
16./ sin(l)e*l/’ft*’C dt
O t

sinx

x + cosx

Exercice 10 La fonction f:t — est-elle intégrable sur [0, +o0] ?

400 | .

. S sinb

Exercice 11 Soient a et b dans R. Ezistence de / Jsin az sin bz aIan x|d
0 m

“+o0
. cos ax — cos bx
‘Exercice 12 Soient a et b deux réels. Ezistence et calcul de / Ihy——dx
0 X

. 1
Exercice 13 Ezistence de / (1+ —)"dx

R 2

Exercice 14 Soit a > 0.
sin(t)

1) Montrer que t — T est intégrable sur R

eat _
00 . +oo
sin(t) 1
2) Montrer que/0 e“t—ldt:;m
+oo s

t
3) En déduire un équivalent de / Saltn( )1 dt quand a — +o0

0 e -

sin(na)
e? —1

—+oo
‘Exercice 15 Pour tout entier positif n, on consideére I,, = / dx.
0

1) Montrer que I, est bien définie et déterminer la limite de I, lorsque n — +oc.

2) Donner un équivalent de I,, en +oo.

s ~+00 e—at _ e—bt
‘Exercice 16 Soient a > b > 0. Ezistence et calcul de / fdt
0

1

. dx
Exercice 17 Calculer linté l/ )
i alcuter Lintegrale | A Tz 12
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FExercice 18 Soient a,b deuz nombres réels tels que b < a et f une fonction définie sur R et telle

+oo
que MT f=1let lim f=1. Montrer que l'intégrale / (fla+z)— f(b+x))dx a un sens

et la calculer.

Aliti'll/+oo du
pplication : calculer s s e s

Exercice 19 Soit z un nombre complexe tel que | z |# 1.
ipx
dx existe et la calculer.

2m
Justifier que l’intégrale /
0 z

_ eim

Exercice 20 Etudier Uintégrabilité des fonctions suivantes sur les intervalles cités.

1) flz)=

(xliixl)g, sur )0, 1[ et ]1, 4+o0].
2) [f(z)= %\/5’ sur )0, 1].

sinx
3) f(x) = ——, sur]0,+oc[, o a parameétre rel.
x

4) Intégrales de Bertrand. f(x) = x® x|, sur]0,1] et]1,+o0], ot o, B paramétres réels.

Inz 11—z
5) flx)= =2 et g(x) = o sur]0,1[.
In(z+1)—In2 In(z+1)—2In2
6) gIHTetth x2—1 .

Exercice 21 Calcul de / sint/tt
0

L . T gint oo gin? ¢
1) A lUaide d’une intégration par parties, montrer que 4 = 2 t.
t=0 t=0
/2 .2 /2 i 2
sin” nt sin” nt
2) Montrer que I, = / t est comprise entre A, = / - t et B, =
=0 12 t—o sin’t
w/2
/ cotan®t sin® nt ¢.
t=0
3) Calculer Ay, + Any2 — 24,41 et Ay — By En déduire les valeurs de A, et B, en fonction
de n.
oo sin?t

2 t et donner la valeur de cette derniére

I
4) Montrer que — —n — oco— > J:/
) n t=0
intégrale.

Exercice 22 Intégrale de Gauss.
1) Montrer que In(1 + z) < z, pour tout rel x > —1.
2) En déduire que (1 — E) <e *< (1 + E)_ , Vo € [0,n].
n n
2 L . i +oo _g2 ﬁ
3) Montrer que, x — e~ " est intégrable sur [0,4o00[, puis en déduire que / et r=
0

Indication : On pourra utiliser l’encadrement :

z2\" 2 2\ "
(1 - —) <e ¥ <L (1 + —) , pour tout x € [0, /n].
n

n

+oo
4) en déduire la la valeur de l'intégrale / e V424,
0
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Exercice 23 Soit f : [0,400[— R continue telle que f> intégrable. Montrer que
1 xr

lim —/ f@)dt = 0. Interpréter ce résultat a l’aide de la moyenne.
T Jo

T——+00

Exercice 24 Comparaison entre somme et intégrale.

1) Montrer que, pour tout n € N, la fonction x — x™ Inx est intégrable sur )0, 1], puis calculer

1
/ " Inxg.
0

|
2) Montrer que, la fonction [ :x +— 111—.%" est borne sur |0, 1] puis intégrable.
-

3) Montrer que, pour tout n € N*, on a :
1 n
Inz 1
d il
[ WP
k=1
n—1

Indication : Utiliser la relation : 1 — 2™ = (1 — x) Z z*.
k=0

M
<—— o M =suplf|.
n+1 10,1[

1
1
ne dx.

4) En déduire la valeur de /
0 — X
2

n
L B . . 1 .7
Indication : On admet le résultat suivant : nHIEoo ]}71 Z=

Exercice 25 Etude d’une suite d’intégrales.

1
1
1) Pour tout n € N, on pose : I, = /0 —(1 T tg)ndt'
a) Donner une relation entre I,, et I,,_1, pour tout n € N*.
+oo 1
2) Pour tout n € N*, on pose : J, = /0 _(1 i tz)ndt'

a) Montrer que J, est bien définie.
b) Donner une relation entre J, et J,—1, pour tout n € N*.
¢) Ezprimer J, en fonction de n, pour tout n € N.

d) Donner un équivalent simple de J,,, quand n — +o0.
On pourra utiliser la relation de Stirling :

n! ~ V2mn (ﬁ)
e

—+oo

e) Montrer que 0 < J,, — I, < T

— 2n+1 °
f) En déduire lirf vnl, et lirf I,.

‘Exercice 26 Intégrales de Wallis.
1
Pour tout n € N, on pose : w, = / (1 —t*)"dt.
0

1) Donner une relation entre w, et w,_1, pour tout n € N*.
2) Exprimer w, en fonction de n, pour tout n € N.
3) Donner un équivalent simple de w.,, quand n — +00.

n
On pourra utiliser la relation de Stirling : n! o 2mn (—)
00 e

4) En déduire lim +/nw, et lim w,.

n—-+o0o n—-+4oo
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‘Exercice 27 La constante d’Euler.
1 1
Pour tout n € N*, onpose'ynzl—l-i—i—...—i——.
n
1) Montrer que (Yn)nen+ est monotone borne entre 0 et 1, donc converge, on notera y sa limite,

appelée constante d’Euler.

k+1 4 1 koq
Indication : Penser utiliser le TAF, ou bien ['inégalité : / ;dt < % < / gdt, pour
k k—1
tout k > 2.
n t n
2) Pour tout n € N*, on pose : J, = / (1 — —) In tdt.
0 n
Montrer que J, est bien définie.
On admet dans la suite que liril Jn = —7, qu’il est possible de montre ’aide d’une inté-
n—-+0o0o

gration par parties ou changement variable.
+oo
3) On pose K :/ e “Inzdz.
0

a) Monirer que K est bien définie.
b) Montrer que In(1 + x) < x, pour tout rel x > —1.

¢) En déduire que (1 - E) <e™*, pour tout x € [0,n].
n

1
d) Montrer que pour tout x € [—5,0} ,ona:x—1z?<In(l+az).

e) En déduire que pour tout

t t?
n>4,t€[0,y/n ona: t+nhn(l-—]>——
n n
t? 2
n>41e0,Vi] ona: —->n 1__>
n n
AN 12
n>4,te0,n] on a : 1—=) >et|1-—
n n
t\"  t?et
n>4,t€[0,n] on a : Oget—<1__) < c
n n

f) En déduire que K = —~.

Fin
A la prochaine
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