
Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Feuille d'exeriesSéries Entières & Fontions holomorphes mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omCPGE My Youssef, Rabat Feuille d'exeries: Séries Entieres
Fonctions holomorphes7 février 2010Remeriements à Mrs Ha�d Bassou (Casa), Sadik Boujaida (Rabat), Lahen El-Hahimi (Marrakeh), MihelQueria (Dijon) et My Hassan Ratbi (Rabat) pour la soure Latex de es exeriesBlague du jour :Bonjour, vous avez rejoint la messagerie voale d'aide psyhiatrique.- Si vous tes dépressif, le numéro sur lequel vous appuierez est sans importane, personne ne répondra.- Si vous êtes un ompulsif à la répétition, rarohez et reomposez.- Si vous êtes un agressif-passif, mettez-nous en attente.- Si vous êtes antisoial, arrahez le téléphone du mur.- Si vous avez des di�ultés d'attention, ne vous oupez pas des instrutions.Mathématiien du jour TaylorBrook Taylor (1685-1731) est un életique homme de sienes anglais . Il s'intéressaaux mathématiques, à la musique, la peinture et la philosophie. Il ajouta aux ma-thématiques une nouvelle branhe appelée � alul de di�érenes �nies �, invental'intégration par partie, et déouvrit les séries appelées � développement de Taylor �.1 Séries Entières

Exercice 1 Trouver le rayon de onvergene de la série entière ∑

anzn :1) lim
n→+∞

an = ℓ 6= 0.Indiation: R = 1.2) (an) est périodique nonnulle.Indiation: R = 1.3) an =
∑

d|n
d2.Indiation: R = 1.4) an =

nn

n!
.Indiation: R =

1

e
.5) a2n = an, a2n+1 = bn,

0 < a < b.Indiation: R =
1√
b
.6) an2 = n!, ak = 0 si √k /∈

N.

Indiation: R = 1.7) an = (lnn)− lnn.Indiation: R = 1.8) an = e
√

n.Indiation: R = 1.9) an =
1.4.7 . . . (3n − 2)

n!
.Indiation: R =

1

3
.10) an =

1
√

n
√

n
.Indiation: R = 1.11) an =

(

1 +
1

2
+ · · · + 1

n

)ln n.Indiation: R = 1.12) an+2 = 2an+1 + an,
a0 = a1 = 1.Indiation: R =

√
2−1.

13) an = Cn
kn.Indiation: R =

(k − 1)k−1

kk
.14) an = e(n+1)2 − e(n−1)2 .Indiation: R = 0.15) an =

∫ 1

t=0

(1 + t2)n dt.Indiation: R =
1

2
,

2t ≤ 1 + t2 ≤ 2.16) an = n

√
n − n+1

√
n + 1.Indiation: R = 1,

an ∼ lnn

n2
.17) an =

cosnθ√
n + (−1)n

.Indiation: R = 1.Page 1 / 6
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Exercice 2 Exeries d'oral.1) Oral Mines MP 2003 : Quel est le rayon de onvergene de la série entière :

∞
∑

k=0

cosk
(2kπ

5
+ α

)

xk où α ∈ R ?Indiation: La suite (

cos
(2kπ

5
+ α

))

k∈N

est périodique de période 5, don prend au plusinq valeurs distintes. soit a elle de plus grande valeur absolue. Montrer que R =
1

|a| .2) Ensi MP 2003 : Rayon de onvergene R de la série entière ∞
∑

n=1

xn

n
∑

k=1

k−α

et étude pour
x = ±R.Indiation: Trouver un équivalent simple de n

∑

k=1

k−α

Exercice 3 Soit ∑

anzn une série entière de rayon de onvergene R > 0. Déterminer les rayonsde onvergene des séries :1) ∑

a2
nzn.Indiation: R′ = R2. 2) ∑ an

n!
zn.Indiation: R′ = ∞. 3) ∑ n! an

nn
zn.Indiation: R′ = eR.

Exercice 4 On suppose que les séries ∑

a2nzn et ∑

a2n+1z
n ont pour rayons de onvergene Ret R′. Montrer que le rayon de onvergene de ∑

anzn est égal à min(
√

R,
√

R′ ).
Exercice 5 Pour n ∈ N et x ∈ R on pose un(x) =

(x(1 − x)

2

)4n .1) Montrer que ] − 1, 2[ est le domaine de onvergene de la série ∞
∑

n=0

un(x).2) On développe un(x) par la formule du bin�me : un(x) =
∑

4n≤k≤2.4n

akxk. (en onvenant queles ak non dé�nis valent zéro).Montrer que pour 0 ≤ k ≤ 4n, on a |ak| ≤ C
4n/2
4n

/

24n ave égalité pour k = 4n/2.En déduire que le rayon de onvergene de la série entière ∑

k≥1

akxk est égal 1Que doit-on retenir de et exerie
Exercice 6 Développer en série entière les fontions suivantes :1) ln(1 + x + x2).Indiation: ln(1 + x +

x2) = ln(1−x3)−ln(1−x)2) (x − 1) ln(x2 − 5x + 6).Indiation: Fatoriser :
x2 − 5x + 6.3) x ln(x +

√
x2 + 1 ).

Indiation: Dériver4) x − 2

x3 − x2 − x + 1
.Indiation: ∞

∑

n=0

−2n + 5 + 3(−1)n

4
xn.5) 1

1 + x − 2x3
.Indiation: Déomposer

en éléments simples.6) 1 − x

(1 + 2x − x2)2
.Indiation: Intégrer.7) e−2x2

∫ x

0

e2t2 dt.Indiation: Dériver
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Exercice 7 Développement en série entière de ζ(1 + x) − 1/x1) Véri�er que pour x ∈ ]0, +∞[ on a : ζ(1 + x) − 1

x
=

∞
∑

n=1

( 1

n1+x
− 1

x

( 1

nx
− 1

(n + 1)x

)

).2) Pour p ∈ N on pose γp = lim
k→+∞

( lnp(1)

1
+ · · ·+ lnp(k)

k
− lnp+1(k + 1)

p + 1

). Justi�er l'existenede γp et montrer que |γp| ≤ (p/e)p.3) Montrer alors que pour x ∈ ]0, 1[ on a : ζ(1 + x) − 1

x
=

∞
∑

p=0

(−1)pγp

p!
xp.

Exercice 8 Caluler les sommes des séries suivantes :1) ∞
∑

n=0

xn

2n − 1
.2) ∞

∑

n=0

n2xn.Indiation: x + x2

(1 − x)3
.3) ∞

∑

n=0

n3xn.Indiation: x(1 + 4x + x2)

(1 − x)4
.4) ∞

∑

n=0

xn

(n + 1)(n + 3)
.Indiation: 2(1 − x2) ln(1 − x) + x2 + 2x

4x3(déomposer en élémentssimples).5) ∞
∑

n=1

xn

n
cosh(na).Indiation: −1

2
ln(1 −

2x cosha + x2).

6) ∞
∑

n=0

n sin2(nθ)

2n
.Indiation: 1 −

5 cos 2θ − 4

(5 − 4 cos 2θ)2
(linéari-ser).7) ∞

∑

n=0

n2 + 1

n + 1
xn.Indiation: 2x − 1

(1 − x)2
−

2 ln(1 − x)

x
.8) ∞

∑

n=0

xn

(2n)!
.Indiation: cosh

√
xpour x ≥ 0 et cos

√−xpour x ≤ 0.9) ∞
∑

n=0

sin2(nθ)

n!
x2n.Indiation: ex2

2
−

ex2 cos 2θ

2
cos(x2 sin 2θ).

10) ∞
∑

n=0

n5xn

n!
.Indiation: (x + 15x2 +

25x3 + 10x4 + x5)ex.11) ∞
∑

n=0

x3n

(3n)!
.Indiation: ex + 2e−x/2 cos(x

√
3/2)

3
,(f ′′′ = f).12) ∞

∑

n=1

Cn+1
2n xn.Indiation: 1 −

√
1 − 4x − 2x

2x
√

1 − 4x
.13) ∞

∑

n=0

1

n!

∫ x

1

lnn t t..Indiation: x2 − 1

2
.14) ∞

∑

n=1

(

1 +
1

2
+ · · · + 1

n

)

xn.Indiation: − ln(1 − x)

1 − x
.

Exercice 9 Produit de Cauhy.1) Soit (cn) le produit de Cauhy de la suite (an) par la suite (bn). Montrer que si les troisséries ∑

an, ∑

bn et ∑

cn onvergent vers A,B,C, alors C = ABIndiation: onsidérer les séries entières ∑

anzn, ∑

bnzn et ∑

cnzn puis utiliser leprinipe de la ontinuité radiale.2) Soit (cn) le produit de Cauhy de la suite (an) par la suite (bn). On suppose que la série
A(z) =

∞
∑

n=0

anzn a un rayon R > 0 et que lim
n→+∞

bn

bn+1
= λ ave |λ| < R.Montrer que lim

n→+∞
cn

bn
= A(λ).Indiation: cn

bn
= a0 + a1

bn−1

bn
+ · · · + an

b0

bn
=

∞
∑

k=0

akun,k puis appliquer le théorème deonvergene dominée. Page 3 / 6
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Exercice 10 Étude sur le erle de onvergene1) Pour x ∈ R on pose f(x) =

∞
∑

n=1

xn sin
1√
n
.a) Montrer que le rayon de onvergene est égal à 1.b) Étudier la onvergene de f pour x = ±1.) Montrer que lim

→x
1−f(x) = +∞.2) Soit (an) et (bn) deux suites de réels stritement positifs telles que bn ∼ an. On suppose quele rayon de onvergene de la série entière A(x) =

∞
∑

n=0

anxn est 1 et que la série divergepour x = 1.a) Montrer que lim
x→1−

A(x) = +∞.b) On pose B(x) =
∞
∑

n=0

bnxn. Montrer que B(x) ∼ A(x) pour x −→ 1−.Indiation: Démonstration de type Césaro.
Exercice 11 Fontion de lasse C∞ non DSESoit f(x) =

∞
∑

n=0

e−n+n2ix. Montrer que f est de lasse C∞ sur R mais n'est pas développable ensérie entière autour de 0.Indiation: |f (k)(0)| =

∞
∑

n=0

n2ke−n ≥ k2ke−k et R = 0.
Exercice 12 Équations di�érentielles.1) Montrer que l'équation 3xy′+(2−5x)y = x admet une solution développable en série entièreautour de 0.2) DSE de tana) En utilisant la relation : tan′ = 1 + tan2, montrer que tan(n) =

n−1
∑

k=0

Ck
n−1 tan(k) tan(n−1−k).b) Montrer que la série de Taylor de tan en 0 onverge absolument sur ] − π/2, π/2[.) Soit f la somme de la série préédente. Montrer que f ′ = 1 + f2 et en déduire que

f = tan.d) Prouver que le rayon de onvergene est exatement π/2.3) On pose f(x) =
arcsinx√

1 − x2
.a) Montrer que f admet un développement en série entière au voisinage de 0 et préiserle rayon de onvergene.b) Cherher une équation di�érentielle d'ordre 1 véri�e par f . En déduire les oe�ientsdu développement en série entière de f .) Donner le développement en série entière de arcsin2 x.

Exercice 13 On note Tn le nombre de partitions d'un ensemble n éléments.1) Montrer que Tn+1 =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Tk. On pose f(x) =

∞
∑

n=0

Tnxn

n!2) Préiser le rayon de onvergene, puis aluler f ′. En déduire que f(x) = eex−1.Page 4 / 6
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Exercice 14 Calul d'intégrales.Caluler les intégrales suivantes après avoir justi�é leurs existenes.1) ∫ 1

0

tt dt2) ∫ 1

0

ln(t) ln(1 − t) dt

3) ∫ 1

0

ln(t2) ln(1 − t2)

t2
dt.4) ∫ 1

0

ln(1 − t)

t
dt.

Exercice 15 Fontion ζPour |x| < 1 on pose : Z(x) =

∞
∑

n=1

ζ(2n)xn.
1) Justi�er minutieusement que 

































Z(x) =
∑

p≥1

x

p2 − x

Z ′(x) =
∑

p≥1

1

p2 − x
+

∑

p≥1

x

(p2 − x)2

Z2(x) =
∑

p6=q

x2

q2 − p2

( 1

p2 − x
− 1

q2 − x

)

+
∑

p≥1

x2

(p2 − x)22) Pour p �xé, montrer que ∑

q 6=p

1

q2 − p2
=

3

4p2
.3) En déduire que Z véri�e l'équation di�érentielle : 2xZ ′(x) − 2Z2(x) + Z(x) = 3xζ(2)4) En déduire la relation de réurrene : ∀ n ≥ 2, (n + 1

2 )ζ(2n) =

n−1
∑

p=1

ζ(2p)ζ(2n − 2p).5) Sahant que ζ(2) =
π2

6
, en déduire ζ(4) et dire omment aluler ζ(2n), ∀n ≥ 3.2 Fontions holomorphes

Exercice 16 Soit f(z) =
∑

anzn une série de rayon R > 0 telle que pour tout z ∈
◦
D(0, R) ona f(z) ∈ R. Montrer que f est onstante.

Exercice 17 Soit U un ouvert onnexe non vide de C et f : U −→ C holomorphe. Montrer queles onditions suivantes sont équivalentes :(a) f est onstante,(b) Re(f) est onstante,() Im(f) est onstante, (d) f est holomorphe sur U ,(e) |f | est onstante.
Exercice 18 Soit U un ouvert onnexe de C, (fn)n une suite de fontions holomorphes dans U ,onvergeant uniformément sur tout ompat de U . On note f la limite des fn.1) On suppose que fn(z) 6= 0, ∀z ∈ U, ∀n ∈ N. Prouver que, ou f = 0, ou bien f(z) 6= 0, ∀z ∈

U .2) On suppose que fn est injetive pour tout n ∈ N. Montrer que f est onstante ou injetive.3) Soit q ∈ N. On suppose que l'équation f(z) = 0 a au moins q + 1 raines (omptées aveleur multipliité) et que, pour tout n ∈ N, l'équation fn(z) = 0 a au plus q raines. Prouverque f = 0.
Exercice 19 Étudier les zéros de la fontion f(z) =

π

1 − z
. Est-e ontraditoire ave le prinipedes zéros isolés ? Page 5 / 6
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Exercice 20 Soit f holomorphe dans le domaine D = {z ∈ C tel que |z| > R} et f nononstante. Nous supposons aussi que lim

|z|→+∞
f(z) < 1 et que |f | est ontinue sur D. Montrerque :1) |f(z)| admet son maximum sur CR = {z ∈ C tel que |z| = R},2) la fontion M(r) = sup

z∈Cr

|f(z)| est stritement déroissante sur l'intervalle ]R, +∞[.
Exercice 21 Soit f une fontion holomorphe sur C. On suppose que Ref est bornée. Montrerque f est onstante.
Exercice 22 Soit f une fontion holomorphe non onstante sur un ouvert onnexe U de C.1) Montrer que si |f | possède un minimum loal en a ∈ U , alors f(a) = 0.2) Utiliser e résultat pour prouver le théorème de D'Alembert-Gauss.
Exercice 23 Soit U le disque unité ouvert et f : U −→ U une fontion holomorphe. Montrerque si f possède deux points �xes distints, alors f(z) = z, ∀z ∈ U .
Exercice 24 Soit f entière telle que Imaf(x) = 0 et Ref(ix) = 0, ∀x ∈ R. Montrer que f estimpaire.

Fin
À la prochaine
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