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Blague du jour :

Un vieux milliardaire téléphone a une conseillére : J'ai 62 ans et je veux
me marier avec une jeune fille de 19 ans. Pensez-vous que jaie plus de
chance de l'amener & m'épouser si je lui dis que jai juste 50 ans? La
conseillére lui répond : A mon avis, vous feriez mieux de lui dire que vous

approchez des 80 ans'!

RABAT LE 3 MARS 2010

Mathématicien du jour Fourier
Joseph Fourier (1768-1830) est un mathématicien et physicien francais,
connu pour ses travaux sur la décomposition de fonctions périodiques en
séries trigonométriques convergentes appelées séries de Fourier et leur
application au probléeme de la propagation de la chaleur. Il participe a
la Révolution, manquant de peu de se faire guillotiner, il prend part a la
campagne d'Eggpte de Napoléon et occupe un haut poste de diplomate

Remerciements : 8 Mr Karim Chaira (Mohammedia), Michel Quercia (Dijon) pour la source latex de ces exercices.

1 Espaces de Hilbert.

Projection sur un sous-espace.
Pour tout entier N € N, on note Fy le sous-espace vectoriel de ¢%(N, C) formé des

N
suites (xn)n>o telles que an =0.
n=0
N
1 - Montrer que lapplication (Xn)n>0 — an est linéaire continue de ¢#(N, C)
n=0

dans C. Que peut-on déduire sur Fr? Conclure que ¢?(N,C) = Fn @(FN)L.

2 - Soit E = {(ynJn>o ; pout tous 1 <i <j < N on ait yi = yj et yn =
0 pour tout n > N}

a) Montrer que l'orthogonal E C (Fn)™.

b) Montrer que E = (Fn) ™t (remarquer que, pour tous 0 <1i<j <N, la suite (xn)
telle que xi =1, x5 =—1 et x, =0 si n & {i,j}, appartient a Fn ).

Calcul de la projection.
Soit H = (*(N,R) (espace de Hilbert réel). On note C = {x = (xn)nzo € H; Vn €
N xn, > 0}
1 - Démontrer que C est convexe fermé.
2 - Déterminer la projection sur ce convexe C.
3 - Reprendre la question précédente avec H = (#(N, C).

Calcul de la projection.

6] SoitH = 0*(N,R) (espace de Hilbert réel). On note C ={x = (xnJnzo € H; ¥Vn €

N, xn > 0}

1 - Démontrer que C est convexe fermé.

2 - Déterminer la projection sur ce convexe C.

3 - Reprendre la question précédente avec H = ¢*(N, C).

Projection sur un sous-espace fermé.
Soit H un espace de Hilbert, et F un sous-espace fermé de H, non réduit a {0}. On
note p la projection orthogonale de H sur F. Démontrer que :

1-pop=p.
2-V(x,y) €H, <px),y >=<x,ply) >
3-pll=T.
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Distance a un sous-espace fermé.
Soit H un espace de Hilbert, et F un sous-espace fermé de H, non réduit a {0}. On
note p la projection orthogonale de H sur F. Si x est un élément de H, on appelle
distance de x a F la quantité d(x,F) =inf (||[x —y| ; y € F).
1 - Montrer que d(x, F) = ||[x — p(x)]|
2 - Montrer que d(x, F) = max ({ |<x,z>|;zeFlet|z] = 1}).
3 - On suppose dans cette question que F est un sous-espace de dimension finie,
et on note (e1,---,en) une base orthonormale de F.
(a) Quel résultat du cours assure Uexistence d’'une telle base orthonormale?
(b) Déterminer en fonction de eq,-- -, en, l'expression de p(x).
(c) En déduire la valeur de :

1
inf <{J [t — at — bl’dt; (a,b) € R2}>.
0

4 - On suppose désormais que F est un sous-espace de dimension infinie. Justifier
que F posséde une base hilbertienne, puis exprimer p(x) en fonction de cette base.
5 - On suppose désormais que H = ¢*(N, C). Pour n un entier fixé, on pose

n

M={xeH; ZkaO}
k=0

Vérifier que M est un sous-espace fermé de H. Chercher un sous-espace N tel que
M@N = H. Donner la distance de l'élément (1,0,0,---) a M.

L'espace 03(1) et (3(N).
On rappelle que l'espace €%(1,C) est lensemble des familles x = (xa) xe1 » iIndexées
par I, et telles que :

2
Ix]| = sup (Z |x‘x|2> ; FC TetFestunensemble fini p < +oo0.
oxcF

1
2

400
Montrer que dans le cas ot I =N, on a en fait : ||x|| = <Z Ixn|2>
n=0

Exo

Quelques suites de suites.

¥4l Dire si les suites suivantes sont convergentes dans 02, et si cest le cas, calculer

Exo
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Exo

leur limite.

V2
(iv) x(nN)mm =1 si n =m, 0 sinon,
) XM = ~ 4 —
v m = TT]I TLTTF"
V) x(N)m = — + —.
m  nms

Compacité. Prouver que la boule unité fermée de £?(N,C) n'est pas compacte.

Complétude.

(N On se propose de démontrer que l'espace 0?(N,R) est complet pour la norme usuelle

N=

issue du produit scalaire,

x| = (:ZOZ ka|2>

Soit (v(n))nzo une suite de Cauchy d'éléments de ¢*(N,R). Etant donné ¢ > 0, il
existe donc N(e) € N tel que, st n,1 > N(g), alors : [|[v(n) —v(1)|| < e.
1 - Montrer que l'on a alors, pour tout k € N et tous n, L > N(¢), [v(n)i—v(1) < e.
2. Montrer que lim v(n)y = vy existe pour tout k € N.
n— 400

7

3 - Montrer qu’il existe K € N tel que Z V(N(E))% <e.
k=K

Z vi < 2e.

L>k>K

Nl=

4. Montrer que pour tout L > K, on a

5 - En déduire que lon av € (*(N), que lim [[v(n)—v|| =0, et donc que l'espace
n— 400

?(N) est complet pour la norme ||.]|.
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Opérateurs de Hilbert-Schmidt.
Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, (en)n>0, (frn)nz0. (gn)n>o trois
bases hilbertiennes de H, et T un opérateur linéaire continu sur H.

400 400
1 - Montrer que, dans R U {+o0}, Z | Ten||? = Z IT*gpll*
n=0 p=0

2 - En déduire que Z [ Ten||? = Z | T2

n=0

On fixe désormais une base hleertlenne (en)n>o0 de H. On dira que T € L(H) est

un opérateur de Hilbert-Schmidt si Z [ Ten||* < 4oo.

n=0
Par la question précédente, cette propriété ne dépend pas de la base hilbertienne
choisie. On note HS(H) l'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H, et

+00
pour T € HS(H), on note ||T|> = Z | Ten||?

3 - Montrer que ||T|| < ||T||2, et quenl-{)S(H) # L(H).

4. Montrer que HS(H) munt de la norme ||.||2 est un espace de Hilbert (on précisera
le produit scalaire associé). Pour démontrer la complétude, on remarquera qu’une
suite de Cauchy pour HS(H) muni de ||.||2 est aussi une suite de Cauchy pour L(H)
muni de |.||. On rappelle que £(H) munt de ||.|| est complet.

5 - Soit T € HS(H). On note Py, le projecteur orthogonal sur vect(eg,- - ,en).
Montrer que, pour tout n, T o P,, € HS(H) et que nHToo IT—ToPn|2=0. En

déduire que les opérateurs de rang fini sont denses dans HS(H).

Exo
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13

2 Séries de Fourier.

Calculer les coéfficients de Fourier trigonométriques des fonctions f, 27-
périodiques telles que :

1) f(x) =m—|x| sur]—m,mxl
_ 4
Indication: ap =7, azp, =0, azp41 = m bn =0.
2) f(x) =m—x sur]0,2mnl.
2
Indication: a,, =0, b,, = —.
3) f(x) =x? sur]0,2nl.
2
Indication: ap = Sl an = i bn = 74—71.
3 2 n
4) f(x) = max(0, sinx).
. 2 -2 1
Indication: ap = %, a2p = m, a2p+‘| = O, b] = E, bp =0.
5) f(x) =|sinx/>.
24

Indication: ay, = azp+1 =0, bp =0.

mi(4p2 —1)(4p2 —9)’

Soient f,gR — C continues 27-priodiques. On pose pour x € R :
27t
fxg(x)= %‘c L f(x —t)g(t) dt.

1) Montrer que h est 27t-priodique, continue, puis que cn(f * g) = cn(f)cn(g).

2) Pour g fixe, montrer que Uapplication f — f x g est linéaire, puis déterminer
ses valeurs et vecteurs propres.

Soit f la fonction 27t-périodique telle que :
vV x € [—m ], f(x)=e"
1) Chercher le développement en série de Fourier de f.
Indication: apg = m an = w bn =
T’ n(l+n2) "
2) En déduire les sommes des séries :

= 1
:ZTI2+]
n=1

7T — th7t
Indication: S = ————, §' =
ndication Thm

—MNdan.

— (-1
tS' = .
Z n?+1
n=1
7T — shmt
2shm
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14 1) Donner le développement en série de Fourier de la fonction 27t-périodique

définie sur ]0, 27[ par
f(x) = e
ma __ ]
Zn(a—in)'

avec a # 0.
Indication: c,(f) =

2) Calculer Z o . En déduire Z

n>1 n>1
Indication: Parseval + convergence dominée.

Exo Soit f : R — R de classe C2, impaire et 2-périodique telle que f(0)
jis) Montrer que :
1912, < 2 e
- ot

Exo

o) Soit f :

=f(1) =0.

Indication: Décomposer f en série de Fourier, exprimer c,(f) a l'aide de cn(f")

utiliser Cauchy-Scwharz et Parseval.
Exo Inégalité de Wirtinger.

16 Soit f: [0,271] — R de classe C' telle que J
t=0

27t
f(t) dt = 0 et £(0)

1) Montrer que
27 27
J f2(t) dt < J 72(t) dt.

t=0 t=0
Indication: Parseval pour f et f.

2) Montrer qu'on a égalité si et seulement si f(x) = acosx + bsinx.

= f(2m).

Exo Soient f,g: R — C, 2n-périodiques, continues par morceaux. On note cn(f) et

) les coefficients de Fourier exponentiels de f et g. Montrer que :

—+o0 1 2
Y alflenlo) = 5- Lzof(t)gm dt.

n=—oo

17 gt

sin kx

Exo Phénomeéne de Gibbs pour
18 * sinkx
Soit fn(x) = Z e
k=1
1) Calculer l'abscisse, xn, du premier maximum positif de fn,.

Indication:

T
+1
. T sint
2) Montrer que Limn+oofy(xn) = —dt.
=
Indication: Somme de Riemann.

3) Interpréter

Noyau de Féjer
R — C, 2m-périodique continue, f;, sa n-éme somme de Fourier et
fO‘F -4 fn
n+1
1) Exprimer gn l'aide d'un produit de convolution, gn = f * ky.
o T—cos((n+1)x) sin?((n+1)x/2)
Indication: k. (x) = = 5 .
(n+1)sin“(x/2)

(n+1)(1— cosx)
2) Montrer que la suite (kn) constitue une suite d’approximations de la mesure

de Dirac sur ] — 7, [, définie par : { 5(x) - (1) six €] —m, 7

3) En déduire que la moyenne des sommes partielles de la série de Fourier de f
converge uniformément vers f pour toute f continue.

n=

sinon

Soit f: [a,b] — R continue.
b
1) Montrer que Limn—l—ooj f(t) sinntdt = 0.

a

2) Développer en série de Fourier la fonction : x — |sinx|.
cos 2nx
Z 42 -1
b

2
f(t)|sinnt/dt = - J f(t) dt.

a

Indication: |sinx| =

b
3) En déduire que J

t=a

Ala prochain®
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