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Remerciements & Mrs Hafid Bassou (Casa), Sadik Boujaida (Rabat), Michel Quercia (Dijon) et My Hassan
Ratbi (Rabat) pour la source Latex de ces exercices

Blague du jour :

C’est deux chiens qui discutent. Il Y en a un qui demande a lautre :

- C’est quoi ton nom ? C’est ché.

- Ché? C’est plutdt bizarre?... Ben oui, mon maitre me dit tout le temps "Va, cher
Ché!".

Personnalité du jour Lebesgue
Henri-Léon Lebesgue (1875-1941) est un mathématicien frangais. Il est reconnu pour
avoir révolutionné la théorie d’intégration

‘Exercice 1 Etude de convergence.

1) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn) dans les cas suivant :

a) folx)=2"(1-—2a)", I=10,1].
b) fo(z)=na"(1—-2%), I1=10,1].
) @)=y, 1=p05)
@) fo(2) == I =Ry
2) Etudier la convergence simple et uniforme sur tout compact de la suite de fonctions : f, :
€T —n
— (1 + 5) .

3) Soit a €R et fr(x) =n%x(1l —x)™ pour z € [0,1].
a) Montrer que ¥r €]0,1[, on a lim nr" =0.

n—-+oo
b) Trouver la limite simple des fonctions f,.
c) Etudier les variations sur R de chaque fonction f,.
d) Y a-t-il convergence uniforme ?
4) Onpose fp(z) =2"(1 —x) et go(x) = 2" sin(nz).
a) Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0,1].

b) En déduire qu’il en est de méme pour la suite (gy).
(On utilisera la concavité de sinus sur [0,7])

Exercice 2 Soient f, : I — R des fonctions continues convergeant vers une fonction continue
f et (zy,) une suite d’éléments de I convergeant vers x € I, ou I intervalle ouvert de R.

1) Siles fonctions f, convergent uniformément, montrer que liIJIrl fu(zn) = f(x).
n—-1+:0oo

2) Donner un contre-exemple lorsqu’il y a seulement convergence simple.
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Exercice 3 Soit f : [a,b] — R continue telle que pour tout entier k on a / f(t)tk dt = 0.

Montrer f =0 sur [a,b)]. ’

‘Exercice 4 Convergence et composée.

1) Soit f,, convergeant uniformément vers f, et g une fonction continue. Démontrer que go fy,
converge uniformément vers g o f

2) Soit fn : [a,b] — [c,d] et g, : [c,d] — R des fonctions continues convergeant uniformé-
ment vers les fonctions f et g. Montrer que g, o f, converge uniformément vers go f.

‘Exercice 5 Soitp € N fize et (P,) une suite de fonctions polynomiales toutes de degrés inférieurs
ou égaux p convergeant simplement vers f sur un intervalle [a,b].

1) Démontrer que f est polynomiale de degré inférieur ou égal a p, et que les coefficients des
P,, convergent vers ceux de f.

2) Montrer que la convergence est uniforme.

‘Exercice 6 Théorémes de Dini
Soit (f,,) une suite de fonctions continues de [a,b] vers R convergeant simplement vers une fonction
continue f.

1) On suppose que chaque fonction f, est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme.

2) On suppose que pour tout x fixé, la suite (f,(x)) est croissante. Montrer qu’il y a convergence
uniforme.

‘Exercice 7 Théoréme d’Ascoli
Soit (fn) une suite de fonctions de [a,b] vers R convergeant simplement vers f. On suppose que
toutes les fonctions f, sont k-Lipschitziennes (avec le méme k).

1) Soit (ag,ai,...,an) une subdivision réguliere de [a,b]. On note M, = max{|fn(a;) —
fla;)| tg0 <i < N}. Encadrer || frn — fl|loo Uaide de M,.

2) Montrer que f, converge uniformément vers f.

‘Exercice 8 Soit (f,) une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction f sur un
intervalle I. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1) Siles f, sont croissantes, alors [ aussi.
2) Siles f, sont strictement croissantes, alors f aussi.
3) Siles f, sont périodiques, alors f aussi.

4) Siles f, sont continues en a, alors [ aussi.

Exercice 9 Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de :
1) folz)=1+ax+ - +2" " sur]—1,1[, puis sur [—a,a] avec 0 < a < 1.

2) fo(z) =na™In(z), f,(0) =0, sur|0,1].
3) folx) =e " sin(2nz) sur RT puis sur [a, +o0].
4) fulz) = S;“j; sur Ry
5) fn(z) = nsin(x)(cos z)".
2"t

6) fu(t)= T S R

_ sin®(nt) _
7) fn(t) = m sur [0, 77].
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Exercice 10 Soit f, : [a,b] — R des fonctions continues convexres convergeant simplement vers
une fonction continue f. Montrer que la convergence est uniforme.
Indication : Prendre une subdivision réguliére de [a,b] et encadrer f, par les cordes associées.

Exercice 11 Soit (un)n la suite de fonctions définies sur |0, +oo[ par : uo(z) = x pour tout réel
x strictement positif.

o 2y/un ()

up(z) = Trun(z) Pour tout entier naturel n , pour tout rel x strictement positif.

1) Etude de la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (Un)n>0 ¢

a) Soit w: ]0,4c0] — R Montrer que la suite de fonctions (un)n>o0
z — uz)=1
converge simplement vers u sur 0, +oo et que : Vn € N,V € R,0 < u,(z) <1

b) Soit (U,) la suite de fonctions définies pour tout entier naturel n sur ]0,4oo] par :

Up = .
i. Montrer que : U, = M,Vn € N,Vz €]0, +o0].

24/Up ()
ii. Bn déduire que : |Uny1 — 1| < 3|Un(x) — 1],Vn € N, Va €]0, +ocl.
iii. Montrer que la suite de fonctions (Uy) converge simplement vers u sur )0, 4o00[ et

que la suite de fonctions (U,) converge uniformément vers u sur tout compact de
10, +o0[ -
iv. En déduire que la suite de fonctions (u,) converge uniformément vers u sur tout

compact de .

2) Soit (v,) la suite de fonctions définies sur |0, +oo[ par :

vo(x) =1
VTL S N7 V«r 6]07 +OO[7 { ’Un(x) _ Un(x) l+v;(m)
a) Soit x un rel strictement positif Montrer que les suites (u,(x)v,(x))n et (vn(x)), sont
adjacentes.

On définit alors : f : J0,400[ — R

v —f@)= lim v.(@)

b) Montrer que les suites de fonctions (unpvy)n €t (Un)n convergent uniformément vers f
sur tout compact de 0, +oo] .

¢) En déduire que [ est continue sur ]0,400].

(n—1)x

Exercice 12 Soit fn(r) =e =
1) FEtudier la convergence simple de (f,).
2) Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle | — 0o, b].

3) La convergence est-elle uniforme sur R ¢

‘Exercice 13 Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (f,) de fonc-
tions définies sur Ry par : f,(z) = (1 — %)n pour x € [0,n], et 0 ailleurs.

x
n2 + 2 '
L. —+o0 - . 5
1) Montrer que la série . ] un(x) converge simplement sur Ry, mais que la convergence n'y
est pas uniforme.

Exercice 14 Pour x >0, on pose u,(z) =

2) Montrer que la série Z:z(—l)"un(x) converge uniformément sur Ry, mais que la conver-
gence n’est pas normale.
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‘Exercice 15 Pour x > —1, on pose u(z) = > ( +) '
T+n

1) Montrer que u est définie et continue sur] —1,4o00].

2) Donner son sens de variations.

—nxT

Te
. On note S sa somme.

‘Exercice 16 Soit la série de fonctions Y onso fn, avec fr(x) = 1
2 nn

1) Etudier la convergence simple, normale, uniforme de cette série sur [0, +oo|.
2) Montrer que S est de classe C* sur 0, +o0|.
3) Montrer que S n’est pas dérivable droite en 0.

4) Montrer que, pour tout k, S(x) = o(x™*) en +occ.

Exercice 17 On pose u,(x) = (1 + %)".

1) Etudier la convergence simple de la suite (up)n>1.
2) Etudier la convergence uniforme de la suite (Un)n>1 sur tout compact

3) Etudier la convergence uniforme sur R de la suite (Un)n>1-

Exercice 18 On pose u,(z) = (1 + E)”e_””l[o:n] (z). Etudier les différents types de convergence
n ;

de cette suite.

‘Exercice 19 Etudier la suite de fonctions définies de [0,7] dans R par fo(x) =

sin(x) )
—_ 0
(1 + nx) se
1 sinon

T
-, =

Exercice 20 Etudier la convergence de la suite de fonctions définies sur [ 2] par :

fo(z) =z et fo(x) = sin(fu-1(x)).

Exercice 21 On pose u,(x) = 2°" Inx pour tout x € [0, 1].
1) Etudier la convergence simple de la série de terme général u,, et calculer la somme de cette
série.
a) Etudier la convergence uniforme de cette série.

b) Montrer Uintégrabilité terme terme sur [0,1] de cette série et obtenir une égalité re-

marquable.
. . . i oo (1)
Exercice 22 Effectuer l’étude compléte de la fonction f(z) = > T
n=0 N X

. —1)" +oo
Exercice 23 considérons les fonctions Ry(z) = (=1) et f(z) = > Rp(x).
n>ke1 N+ T n=0

1) Montrer que f est de classe C' sur R\Z".

2) Dresser le tableauw de variation de f sur Ry (monotonie, limite en +o0o et 0 ainsi qu’un
équivalent en 0 de f).

3) Montrer que f est de classe C* sur R,.
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Exercice 24 Soit a un nombre rel strictement positif et f la fonction définie par f(x) =
o (-1
n—o nN+a

1) Déterminer le domaine définition Dy de f.

2) Déterminer une autre expression de [ l'aide de fonctions élémentaires

Exercice 25 On pose u,(x) = 7(1;17_’_)12

1) Etudier la convergence simple de la série de terme général u,,.

2) Montrer que la convergence uniforme de la série de terme général u, sur toult segment
[—a,a]. Qu’en déduit-on ¢

3) Etudier la convergence uniforme sur R de la série de terme général w,,.

Exercice 26 On pose f(z) = +§Ojo !

a1 n+nix

. C .
Montrer que f est C° sur Ry puis que f(x) 3 - bour une certaine constante C
oo T

‘Exercice 27 Etudier les différents types de convergence de > nae "’T (e € R)
n>0

Exercice 28 Soit f une fonction continue sur [0,1]. On pose || f |loo= sup | f(z)].
z€[0,1]

1) On définit la suite (fu)n0 par fo = f et¥n >0, fuii(z) = / Fa(t)t.
0

a) Montrer que | fn(z) |< % Vn = 0.
n!

b) En déduire la convergence uniforme sur [0,1] de la suite (fy).
2) On définit une autre suite de fonctions par go = f et ¥n >0, gpi1(x) =1+ /gn(t)dt.
0

a) On suppose que la suite (g,) converge uniformément sur [0,1] vers une fonction g.
Déterminer g.

b) Etudier la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite (g,,) (on pourra considérer g, —g).

Exercice 29 Sur )0, +oo, on considére la suite de fonctions définies par :
1 T
=1Id et VYneNVzxe|0 n ==(fn —).
fO € n e, £C€] ,+OO[, f +1($) 2(f (x)—i_fn(x))

1) Montrer que, pour tout n, f, est bien définie.
2) Etudier sa convergence simple

3) FEtudier sa convergence uniforme

Exercice 30 Soit une fonction f : [a,b] — [a,b] de classe C* sur son domaine, (f,)n la suite des
fonctions définie par : fo(x) =z, fr =f, et fu(x) = f(fa-1(x)) Vn > 1.

—+oo
1) Montrer que si sup |f'(z)] <1 > (fx(z) — fr—1(x)) converge uniformément. sur [a,b].
z€a,b] k=1
2) En déduire que la suite (fy)n converge uniformément vers une fonction constante C, que
f(C) =C et que C est unique.
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E:(ercice 31 Soit Y. an une série convergente de complezes.
n=>0
Soit (Byn)nen une suite de fonctions continues de [0,1] dans Ry, telles que Vn € N, By, 11 < By,.
1) Montrer que la série Y anB, converge uniformément sur [0, 1] (on pourra introduite A, , =

n=0
n

k=p
+oo “+o00
2) On suppose que Yn € N, B, (1) = 1. Montrer que lim1 S anBn(z) = > an.
T2 n=0 n=0
" sin(nx)

Exercice 32 Pour n € N* et v € [~1,1] on pose u,(x) =
n

o0
1) Montrer que la série E un(x) converge uniformément sur [—1,1] vers une fonction conti-
n=1
nue, f.

Indication: Transformation d’Abel.
2) Justifier la dérivabilité de f sur] —1,1] et calculer f'(x). En déduire f(x).

Indication: f(x) = arctan (ﬂ)

1—2xcosz
3) En déduire la valeur de Z S
n=1

—1

Indication:

‘Exercice 33 Etudier la convergence de la suite de fonctions définies par : fo(zr) =

nn+1) [
(T—i_l)/ (x — t)" 'sintt. Indication: Poser t = xu puis intégrer deuz fois par parties :
z 0
1
fo(x)=1— [ (1 =u)""tasin(zu) u donc (f,) converge simplement vers la fonction constante 1,

0
et la convergence est uniforme sur tout intervalle borné.

Exercice 34 Soit f € C®(R). On définit la suite (fn)nen- par fn = f) (dérivée n-éme). On
suppose que (fn)n21 converge uniformément vers ¢. Que peut-on dire de ¢ ?

(=1)"cos" x

Exercice 35 Soit fo(w) = — 1

oo
1) Etudier la convergence de f(z) = Z fn(z). Indication: Convergence absolue si |cosx| < 1,
n=0
Semi-convergence si cosx = 1, divergence si cosx = —1.

/2
2) Montrer la convergence de la série de terme général u,, = / fn(x)dz.
0

Indication: Théoréme de convergence monotone en regroupant les termes deux par deux.

oo

3) En déduire Z uy, sous forme d’une intégrale.

n=0

w/2
Indication: / —In(1 — cosz) dx.
0
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nm

1+z)(1+2z/2)...(1+x/n)
1) Etudier la convergence simple des fonctions f,.

o fal®) x(x+1) 1
Indication: Tt (@) =1 o2 + 2

2) Onnote f =lim f,. Calculer f(x) en fonction de f(x—1) lorsque ces deux quantités existent.

Exercice 36 Soit f,(z) =

3) Montrer que f est de classe C* sur son domaine de définition (on calculera f)(x)/ fn(z)).

. — (- [te!
‘Exercice 37 Montrer, pour x > 0 : ngo (n—l-)a: = /O i
1 o0
Indication: —— = (—1)™"™.
t+1
n=0
‘Exercice 38 1) FEtudier la convergence simple, uniforme, de f(zx) = Z(arctan(x +n)—
n=0
arctan(n)).

Indication: Convergence uniforme sur tout [a,+oo[, a € R.
2) Montrer que f est de classe C* sur R,
3) Chercher une relation simple entre f(z) et f(x + 1).
Indication: f(x+ 1) = f(z) + g — arctanz.

4) Trouver 111_{1 f(z).

1
Indication: f(x+1) — f(z) ~ . donc la suite (f(n)) diverge et f est croissante = lim =
+00.

‘Exercice 39 Etudier la convergence de la suite de fonctions définies par : fo(x) =
nn+1) [
i )
Indication: Poser t = xu puis intégrer deux fois par parties

— )" lsintdt.

Exercice 40 Soit u,(z) = (=1)"In (1 + ﬁ) et f(x) = i Up ().
n=1

1) Montrer que la fonction f est bien définie sur RT.
2) Majorer convenablement le reste de la série, et montrer qu’il y a convergence uniforme sur

1
R*. Indication: |R,(z)| < |un shijlt+=—7)
ndication: |R,(z)| < |uny1(x)| < n< +n—|—1>

3) Y a-t-il convergence normale ¢

1
Indication: Non, ||ty = In (1 + —) :
n

Exercice 41 Soit f(x) =)
n=0
1) Etablir Uezistence et la continuité de f sur R,
2) Calculer f(x + 1) en fonction de f(x).
Indication: f(x+1)=xf(z) — 1.
3) Tracer la courbe de f.

1
z(z+1)...(x+n)
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Exercice 42 Fonction ¢ et ) de Riemann et constante d’Euler

=1
Soit ¢(z) = 2 s
1) Déterminer le domaine de définition de (.
2) Montrer que ( est de classe C* sur ce domaine.
3) Prouver que mngpoo ((z)=1

Indication : majorer E — par comparaison une intégrale.
n
n=2

4) Prouver que 1im1 ((z) = 400

1 1
5) Soity= lim (I+~-~+E—ln(n)>.

— 400
= /1 1 , 2 (k) -1
Mont =1 —+In{l1--— =1- —_—
ontrer que vy +;<n+ n( n>) puis que y ];2 i
6) a) Décomposer en éléments simples sur C la fractions rationnelle : F,(X) =
1+X/n)»—1"
o . 1 1 1 2
b) En déduire pour x € R* : cothz = T R P T +;m
¢) En déduire la valeur de ((2).
7) pour x>0 n(x):iw
' n=1 ne '

a) Etablir pour x> 1 : n(z) = (1 — 2 7%)((x).

1
b) En déduire ((x) ~ —— pourz — 1t.

1 1 et
¢) Montrer que ((z) = —— + v+ (1). On remarquera que = —.
t

xr—1 rz—1 —q t7
o = (=1)*Inn
E _ .
d) En déduire la valeur de 7;:1 -

Exercice 43 Non interversion limite-intégrale.
1) Soit f,(z) =mncos” rsinw.
a) Chercher la limite simple, f, des fonctions f, sur[0,%].

2
w/2

/2
b) Vérifier que / f(t)dt # lim fn(t) dt.
0 0

n—oo

n,—x

2) a) Déterminer la limite simple des fonctions f, : x — sur RY et montrer qu’il y a

convergence uniforme.
(Utiliser la formule de Stirling : n! ~ n™e™"v/2mn)

“+00
b) Calculer lim fa(t) dt.

n—oo 0

Fin
A la prochaine
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