
Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Feuille d'exeriesSéries dans un Banah mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omCPGE My Youssef, Rabat Feuille d'exeries: Séries dans
un Banach1er février 2010Remeriements à Mrs Ha�d Bassou (Casa), Sadik Boujaida (Rabat), Mihel Queria (Dijon) et My HassanRatbi (Rabat) pour la soure Latex de es exeriesBlague du jour :C'est deux hiens qui disutent. Il Y en a un qui demande à l'autre :- C'est quoi ton nom? C'est hé.- Ché ? C'est plut�t bizarre ?... Ben oui, mon maître me dit tout le temps "Va, herChé !".Personnalité du jour LebesgueHenri-Léon Lebesgue (1875-1941) est un mathématiien français. Il est reonnu pouravoir révolutionné la théorie d'intégration

Exercice 1 Étude de onvergene.1) Étudier la onvergene simple et uniforme de la suite (fn) dans les as suivant :a) fn(x) = xn(1 − x)n, I = [0, 1].b) fn(x) = nxn(1 − x2), I = [0, 1].) fn(x) = (sin x)n, I = [0, π
2 ].d) fn(x) = xne−x

n! , I = R+2) Étudier la onvergene simple et uniforme sur tout ompat de la suite de fontions : fn :

x 7→
(

1 +
x

n

)−n.3) Soit α ∈ R et fn(x) = nαx(1 − x)n pour x ∈ [0, 1].a) Montrer que ∀r ∈]0, 1[, on a lim
n→+∞

nrn = 0.b) Trouver la limite simple des fontions fn.) Étudier les variations sur R de haque fontion fn.d) Y a-t-il onvergene uniforme ?4) On pose fn(x) = xn(1 − x) et gn(x) = xn sin(πx).a) Montrer que la suite (fn) onverge uniformément vers la fontion nulle sur [0, 1].b) En déduire qu'il en est de même pour la suite (gn).(On utilisera la onavité de sinus sur [0, π])
Exercice 2 Soient fn : I −→ R des fontions ontinues onvergeant vers une fontion ontinue
f et (xn) une suite d'éléments de I onvergeant vers x ∈ I, où I intervalle ouvert de R.1) Si les fontions fn onvergent uniformément, montrer que lim

n→+∞
fn(xn) = f(x).2) Donner un ontre-exemple lorsqu'il y a seulement onvergene simple.Page 1 / 8
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Exercice 3 Soit f : [a, b] −→ R ontinue telle que pour tout entier k on a ∫ b

a

f(t)tk dt = 0.Montrer f = 0 sur [a, b].
Exercice 4 Convergene et omposée.1) Soit fn onvergeant uniformément vers f , et g une fontion ontinue. Démontrer que g ◦ fnonverge uniformément vers g ◦ f2) Soit fn : [a, b] −→ [c, d] et gn : [c, d] −→ R des fontions ontinues onvergeant uniformé-ment vers les fontions f et g. Montrer que gn ◦ fn onverge uniformément vers g ◦ f .
Exercice 5 Soit p ∈ N �xe et (Pn) une suite de fontions polynomiales toutes de degrés inférieursou égaux p onvergeant simplement vers f sur un intervalle [a, b].1) Démontrer que f est polynomiale de degré inférieur ou égal à p, et que les oe�ients des

Pn onvergent vers eux de f .2) Montrer que la onvergene est uniforme.
Exercice 6 Théorèmes de DiniSoit (fn) une suite de fontions ontinues de [a, b] vers R onvergeant simplement vers une fontionontinue f .1) On suppose que haque fontion fn est roissante. Montrer qu'il y a onvergene uniforme.2) On suppose que pour tout x �xé, la suite (fn(x)) est roissante. Montrer qu'il y a onvergeneuniforme.
Exercice 7 Théorème d'AsoliSoit (fn) une suite de fontions de [a, b] vers R onvergeant simplement vers f . On suppose quetoutes les fontions fn sont k-Lipshitziennes (ave le même k).1) Soit (a0, a1, . . . , aN) une subdivision régulière de [a, b]. On note Mn = max{|fn(ai) −

f(ai)| tq 0 ≤ i ≤ N}. Enadrer ‖fn − f‖∞ l'aide de Mn.2) Montrer que fn onverge uniformément vers f .
Exercice 8 Soit (fn) une suite de fontions qui onverge simplement vers une fontion f sur unintervalle I. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :1) Si les fn sont roissantes, alors f aussi.2) Si les fn sont stritement roissantes, alors f aussi.3) Si les fn sont périodiques, alors f aussi.4) Si les fn sont ontinues en a, alors f aussi.
Exercice 9 Étudier la onvergene simple et la onvergene uniforme de :1) fn(x) = 1 + x + · · · + xn−1 sur ] − 1, 1[, puis sur [−a, a] ave 0 ≤ a < 1.2) fn(x) = nxn ln(x), fn(0) = 0, sur [0, 1].3) fn(x) = e−nx sin(2nx) sur R+ puis sur [a, +∞[.4) fn(x) =

sin nx

n
√

x
sur R+.5) fn(x) = n sin(x)(cos x)n.6) fn(t) =

2nt

1 + n2nt2
sur R+.7) fn(t) =

sin2(nt)

n sin2(t)
sur [0; π]. Page 2 / 8
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Exercice 10 Soit fn : [a, b] −→ R des fontions ontinues onvexes onvergeant simplement versune fontion ontinue f . Montrer que la onvergene est uniforme.Indiation : Prendre une subdivision régulière de [a, b] et enadrer fn par les ordes assoiées.
Exercice 11 Soit (un)n la suite de fontions dé�nies sur ]0, +∞[ par : u0(x) = x pour tout réel
x stritement positif.
un(x) =

2
√

un(x)

1+un(x) pour tout entier naturel n , pour tout rel x stritement positif.1) Étude de la onvergene simple et uniforme de la suite de fontions (un)n>0 :a) Soit u : ]0, +∞[ −→ R

x 7−→ u(x) = 1
Montrer que la suite de fontions (un)n>0onverge simplement vers u sur ]0, +∞[ et que : ∀n ∈ N, ∀x ∈ R, 0 < un(x) 6 1b) Soit (Un) la suite de fontions dé�nies pour tout entier naturel n sur ]0, +∞[ par :

Un = 1
un

.i. Montrer que : Un = 1+Un(x)

2
√

Un(x)
, ∀n ∈ N, ∀x ∈]0, +∞[.ii. En déduire que : |Un+1 − 1| 6 1

2 |Un(x) − 1|, ∀n ∈ N, ∀x ∈]0, +∞[.iii. Montrer que la suite de fontions (Un) onverge simplement vers u sur ]0, +∞[ etque la suite de fontions (Un) onverge uniformément vers u sur tout ompat de
]0, +∞[ .iv. En déduire que la suite de fontions (un) onverge uniformément vers u sur toutompat de .2) Soit (vn) la suite de fontions dé�nies sur ]0, +∞[ par :

∀n ∈ N, ∀x ∈]0, +∞[,

{

v0(x) = 1

vn(x) = vn(x)1+vn(x)
2a) Soit x un rel stritement positif Montrer que les suites (un(x)vn(x))n et (vn(x))n sontadjaentes.On dé�nit alors : f : ]0, +∞[ −→ R

x 7−→ f(x) = lim
n→+∞

vn(x)
.b) Montrer que les suites de fontions (unvn)n et (vn)n onvergent uniformément vers fsur tout ompat de ]0, +∞[ .) En déduire que f est ontinue sur ]0, +∞[.

Exercice 12 Soit fn(x) = e
(n−1)x

n .1) Étudier la onvergene simple de (fn).2) Montrer que la onvergene est uniforme sur tout intervalle ] −∞, b].3) La onvergene est-elle uniforme sur R ?
Exercice 13 Étudier la onvergene simple et la onvergene uniforme de la suite (fn) de fon-tions dé�nies sur R+ par : fn(x) =

(

1 − x
n

)n pour x ∈ [0, n], et 0 ailleurs.
Exercice 14 Pour x ≥ 0, on pose un(x) =

x

n2 + x2
.1) Montrer que la série ∑+∞

n=1 un(x) onverge simplement sur R+, mais que la onvergene n'yest pas uniforme.2) Montrer que la série ∑+∞

n=1(−1)nun(x) onverge uniformément sur R+, mais que la onver-gene n'est pas normale. Page 3 / 8
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Exercice 15 Pour x > −1, on pose u(x) =

∑+∞

n=1

(−1)n

x + n
.1) Montrer que u est dé�nie et ontinue sur ] − 1, +∞[.2) Donner son sens de variations.

Exercice 16 Soit la série de fontions ∑

n≥2 fn, ave fn(x) =
xe−nx

lnn
. On note S sa somme.1) Étudier la onvergene simple, normale, uniforme de ette série sur [0, +∞[.2) Montrer que S est de lasse C1 sur ]0, +∞[.3) Montrer que S n'est pas dérivable droite en 0.4) Montrer que, pour tout k, S(x) = o(x−k) en +∞.

Exercice 17 On pose un(x) = (1 +
x

n
)n.1) Étudier la onvergene simple de la suite (un)n≥1.2) Étudier la onvergene uniforme de la suite (un)n≥1 sur tout ompat3) Étudier la onvergene uniforme sur R de la suite (un)n≥1.

Exercice 18 On pose un(x) = (1 +
x

n
)ne−x1[0;n](x). Étudier les di�érents types de onvergenede ette suite.

Exercice 19 Étudier la suite de fontions dé�nies de [0, π] dans R par fn(x) =






sin(x)

x(1 + nx)
si x 6= 0

1 sinon
Exercice 20 Étudier la onvergene de la suite de fontions dé�nies sur [−π

2
,
π

2
] par :

f0(x) = x et fn(x) = sin(fn−1(x)).
Exercice 21 On pose un(x) = x2n lnx pour tout x ∈ [0, 1].1) Étudier la onvergene simple de la série de terme général un et aluler la somme de ettesérie.a) Étudier la onvergene uniforme de ette série.b) Montrer l'intégrabilité terme terme sur [0, 1] de ette série et obtenir une égalité re-marquable.
Exercice 22 E�etuer l'étude omplète de la fontion f(x) =

+∞
∑

n=0

(−1)n

n + x
.

Exercice 23 onsidérons les fontions Rk(x) =
∑

n≥k+1

(−1)n

n + x
et f(x) =

+∞
∑

n=0
Rk(x).1) Montrer que f est de lasse C1 sur R\Z

−.2) Dresser le tableau de variation de f sur R+ (monotonie, limite en +∞ et 0 ainsi qu'unéquivalent en 0 de f).3) Montrer que f est de lasse C∞ sur R+.Page 4 / 8
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Exercice 24 Soit a un nombre rel stritement positif et f la fontion dé�nie par f(x) =
+∞
∑

n=0

(−1)nxn

n + a
.1) Déterminer le domaine dé�nition Df de f .2) Déterminer une autre expression de f l'aide de fontions élémentaires

Exercice 25 On pose un(x) =
(−1)nn

n2 + x2
.1) Étudier la onvergene simple de la série de terme général un.2) Montrer que la onvergene uniforme de la série de terme général un sur tout segment

[−a, a]. Qu'en déduit-on ?3) Étudier la onvergene uniforme sur R de la série de terme général un.

Exercice 26 On pose f(x) =
+∞
∑

n=1

1

n + n2xMontrer que f est C∞ sur R+ puis que f(x) ∼
+∞

C

x
pour une ertaine onstante C

Exercice 27 Étudier les di�érents types de onvergene de ∑

n≥0

nxαe−n2x (α ∈ R)

Exercice 28 Soit f une fontion ontinue sur [0, 1]. On pose ‖ f ‖∞= sup
x∈[0,1]

| f(x) | .1) On dé�nit la suite (fn)n>0 par f0 = f et ∀n > 0, fn+1(x) =

x
∫

0

fn(t)dt.a) Montrer que | fn(x) |6 xn ‖ f ‖∞
n!

∀n > 0.b) En déduire la onvergene uniforme sur [0, 1] de la suite (fn).2) On dé�nit une autre suite de fontions par g0 = f et ∀n > 0, gn+1(x) = 1 +

x
∫

0

gn(t)dt.a) On suppose que la suite (gn) onverge uniformément sur [0, 1] vers une fontion g.Déterminer g.b) Étudier la onvergene uniforme sur [0, 1] de la suite (gn) (on pourra onsidérer gn−g).

Exercice 29 Sur ]0, +∞[, on onsidère la suite de fontions dé�nies par :
f0 = Id et ∀n ∈ N, ∀x ∈]0, +∞[, fn+1(x) =

1

2
(fn(x) +

x

fn(x)
).1) Montrer que, pour tout n, fn est bien dé�nie.2) Étudier sa onvergene simple3) Étudier sa onvergene uniforme

Exercice 30 Soit une fontion f : [a, b] → [a, b] de lasse C1 sur son domaine, (fn)n la suite desfontions dé�nie par : f0(x) = x, f1 = f, et fn(x) = f(fn−1(x)) ∀n > 1.1) Montrer que si sup
x∈[a,b]

|f ′(x)| < 1
+∞
∑

k=1

(fk(x) − fk−1(x)) onverge uniformément. sur [a, b].2) En déduire que la suite (fn)n onverge uniformément vers une fontion onstante C, que
f(C) = C et que C est unique. Page 5 / 8
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Exercice 31 Soit ∑

n>0

an une série onvergente de omplexes.Soit (Bn)n∈N une suite de fontions ontinues de [0, 1] dans R+, telles que ∀n ∈ N, Bn+1 6 Bn.1) Montrer que la série ∑

n>0

anBn onverge uniformément sur [0, 1] (on pourra introduite Ap,n =

n
∑

k=p

ak).2) On suppose que ∀n ∈ N, Bn(1) = 1. Montrer que lim
x→1
x<1

+∞
∑

n=0
anBn(x) =

+∞
∑

n=0
an.

Exercice 32 Pour n ∈ N∗ et x ∈ [−1, 1] on pose un(x) =
xn sin(nx)

n
.1) Montrer que la série ∞

∑

n=1

un(x) onverge uniformément sur [−1, 1] vers une fontion onti-nue, f .Indiation: Transformation d'Abel.2) Justi�er la dérivabilité de f sur ] − 1, 1[ et aluler f ′(x). En déduire f(x).Indiation: f(x) = arctan

(

x sin x

1 − x cos x

).3) En déduire la valeur de ∞
∑

n=1

sin n

n
.Indiation: π − 1

2
.

Exercice 33 Étudier la onvergene de la suite de fontions dé�nies par : fn(x) =
n(n + 1)

xn+1

∫ x

0

(x − t)n−1 sin t t.. Indiation: Poser t = xu puis intégrer deux fois par parties :
fn(x) = 1−

∫ 1

0

(1−u)n+1x sin(xu) u. don (fn) onverge simplement vers la fontion onstante 1,et la onvergene est uniforme sur tout intervalle borné.
Exercice 34 Soit f ∈ C∞(R). On dé�nit la suite (fn)n∈N∗ par fn = f (n) (dérivée n-ème). Onsuppose que (fn)n≥1 onverge uniformément vers ϕ. Que peut-on dire de ϕ ?
Exercice 35 Soit fn(x) =

(−1)n cosn x

n + 1
.1) Étudier la onvergene de f(x) =

∞
∑

n=0

fn(x). Indiation: Convergene absolue si | cosx| < 1,Semi-onvergene si cosx = 1, divergene si cosx = −1.2) Montrer la onvergene de la série de terme général un =

∫ π/2

0

fn(x) dx.Indiation: Théorème de onvergene monotone en regroupant les termes deux par deux.3) En déduire ∞
∑

n=0

un sous forme d'une intégrale.Indiation: ∫ π/2

0

− ln(1 − cosx) dx.
Page 6 / 8
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Exercice 36 Soit fn(x) =

nx

(1 + x)(1 + x/2) . . . (1 + x/n)
.1) Étudier la onvergene simple des fontions fn.Indiation: fn(x)

fn+1(x)
= 1 − x(x + 1)

2n2
+

(

1

n2

)2) On note f = lim fn. Caluler f(x) en fontion de f(x−1) lorsque es deux quantités existent.3) Montrer que f est de lasse C1 sur son domaine de dé�nition (on alulera f ′
n(x)/fn(x)).

Exercice 37 Montrer, pour x > 0 : ∞
∑

n=0

(−1)n

n + x
=

∫ 1

0

tx−1

t + 1
t..Indiation: 1

t + 1
=

∞
∑

n=0

(−1)ntn.
Exercice 38 1) Étudier la onvergene simple, uniforme, de f(x) =

∞
∑

n=0

(

arctan(x + n) −

arctan(n)
).Indiation: Convergene uniforme sur tout [a, +∞[, a ∈ R.2) Montrer que f est de lasse C1 sur R.3) Cherher une relation simple entre f(x) et f(x + 1).Indiation: f(x + 1) = f(x) +

π

2
− arctanx.4) Trouver lim

x→+∞
f(x).Indiation: f(x + 1) − f(x) ∼ 1

x
don la suite (f(n)) diverge et f est roissante =⇒ lim =

+∞.
Exercice 39 Étudier la onvergene de la suite de fontions dé�nies par : fn(x) =
n(n + 1)

xn+1

∫ x

0

(x − t)n−1 sin t dt.Indiation: Poser t = xu puis intégrer deux fois par parties
Exercice 40 Soit un(x) = (−1)n ln

(

1 +
x

n(1 + x)

) et f(x) =

∞
∑

n=1

un(x).1) Montrer que la fontion f est bien dé�nie sur R+.2) Majorer onvenablement le reste de la série, et montrer qu'il y a onvergene uniforme sur
R+. Indiation: |Rn(x)| ≤ |un+1(x)| ≤ ln

(

1 +
1

n + 1

).3) Y a-t-il onvergene normale ?Indiation: Non, ‖un‖∞ = ln

(

1 +
1

n

).
Exercice 41 Soit f(x) =

∞
∑

n=0

1

x(x + 1) . . . (x + n)
.1) Établir l'existene et la ontinuité de f sur R+∗.2) Caluler f(x + 1) en fontion de f(x).Indiation: f(x + 1) = xf(x) − 1.3) Traer la ourbe de f . Page 7 / 8
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Exercice 42 Fontion ζ et η de Riemann et onstante d'EulerSoit ζ(x) =

∞
∑

n=1

1

nx
.1) Déterminer le domaine de dé�nition de ζ.2) Montrer que ζ est de lasse C∞ sur e domaine.3) Prouver que lim
x→+∞

ζ(x) = 1Indiation : majorer ∞
∑

n=2

1

nx
par omparaison une intégrale.4) Prouver que lim

x→1
ζ(x) = +∞5) Soit γ = lim

n→+∞

(

1

1
+ · · · + 1

n
− ln(n)

).Montrer que γ = 1 +

∞
∑

n=2

(

1

n
+ ln

(

1 − 1

n

)) puis que γ = 1 −
∞
∑

k=2

ζ(k) − 1

k
.6) a) Déomposer en éléments simples sur C la frations rationnelle : Fn(X) =

1

(1 + X/n)n − 1
.b) En déduire pour x ∈ R∗ : cothx =

1

e2x − 1
− 1

e−2x − 1
=

1

x
+

∞
∑

k=1

2x

x2 + k2π2
.) En déduire la valeur de ζ(2).7) pour x > 0 : η(x) =

∞
∑

n=1

(−1)n−1

nx
.a) Établir pour x > 1 : η(x) = (1 − 21−x)ζ(x).b) En déduire ζ(x) ∼ 1

x − 1
pour x −→ 1+.) Montrer que ζ(x) =

1

x − 1
+ γ + (1). On remarquera que 1

x − 1
=

∫ +∞

t=1

dt

tx
.d) En déduire la valeur de ∞

∑

n=1

(−1)n lnn

n
.

Exercice 43 Non interversion limite-intégrale.1) Soit fn(x) = n cosn x sin x.a) Cherher la limite simple, f , des fontions fn sur [0, π
2 ].b) Véri�er que ∫ π/2

0

f(t) dt 6= lim
n→∞

∫ π/2

0

fn(t) dt.2) a) Déterminer la limite simple des fontions fn : x 7→ xne−x

n!
sur R+ et montrer qu'il y aonvergene uniforme.(Utiliser la formule de Stirling : n! ∼ nne−n

√
2πn)b) Caluler lim

n→∞

∫ +∞

0

fn(t) dt.
Fin

À la prochainePage 8 / 8
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