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Exercice 1. Soit M € M, (R) symétrique. Montrer que com (M) est Exercice 7. Soient p,q deux projecteurs orthogonauz.
aussi symetrique. 1) Montrer que po qop est auto-adjoint.

1
2) Montrer que : ( Im p +kerqg) D(kerpnN Imqg) = E.
Exercice 2. Soit u : E — E telle que : ¥(z,y) € E* on a : 3) B déd .q ( b td'q) (l' lljl %)
(u(z) | y) = (z | uly)). ) En déduire que p o q est diagonalisable.

Montrer que u est linéaire.

Exercice 8. Soit M € M,(R) antisymétrique et f ’endomorphisme
de R™ canoniquement associé a M.

Exercice 3. Soient a,...,a, € R et M = (a,a;)1<ij<n € Mp(R).

: . , . i 1) Mont l [ de M ) nai )
Montrer que M est diagonalisable et déterminer ses éléments propres. ) OTITET que ies vaieurs propres ae SOTL YmagInares pures

2) Montrer que ker f L Im f.

1 3) En déduire que g = f| 1 ¢ est un isomorphisme de Im f.
Exercice 4. On pose pour P,Q € R,[z] : (P, Q) = / P(t)Q(t) dt et 4) Montrer que g* est diagonalisable.
-1
on considere u: R,[z] — R, [x] 5) En déduire que 1g(M) est pair.
P(x) +— 2zP'(x)+ (2* = 1)P"(x).
Montrer que l'on définit un produit scalaire et que u est un endomor- Exercice 9. Soit A € M, (R) symétrique définie positive.
phisme auto-adjoint. Montrer qu’il existe une unique matrice B € M,,(R) symétrique définie

positive telle que B% = A.

Exercice 5. Soit u € L(F) auto-adjoint. Montrer que : Fxercice 10, Soif A € M, (R).

I Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement s’il existe
keru® Imu=F B e GL,(R) telle que A ="BB.
Exercice 6. Soient u,v € L(FE) auto-adjoints. Montrer que : Exercice 11. Soit A € M, (R) symétrique telle qu’il existe k € N* tel
uowv est auto-adjoint si et seulement st wov = v ou. que AF = I,. Montrer que A? = 1I,,.
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Exercice 12. Soit A = (a;)1<ij<n € Mn(R) symétrique de valeurs
Propres Ay, ..., An.

n
Montrer que Z a?j = Z A2,
i

1<ij<n

Exercice 18. Soient A, B € M, (R) symétriques, \, N leurs plus pe-
tites valeurs propres et u, ' leurs plus grandes valeurs propres. Montrer
que toute valeur propre de A+ B est comprise entre A+ N et yu+ p'.

Exercice 13. Soit u € L(F) auto-adjoint tel que Tr(u) = 0.
1) Soit (uy,...,u,) une base propre pour u.
On prend x = uy + - - - + Uy,
Montrer que x est non nul et que u(x) L .

2) En déduire qu’il existe une base orthonormée B = (e;) telle que :
V1<i<n, (u(e)|e) =0, oun=dmFE

3) En déduire la forme de Mp(u).

Exercice 19. Soit u un vecteur unitaire de matrice U dans une base
orthonormée B.

1) Montrer que U'U est la matrice dans B de la projection orthogo-
nale sur Vect(u).

2) Trouver la matrice de la symétrie associée.

Exercice 20. Soit u € O(E) et F' un sev stable par u.
Montrer que F* est aussi stable par u.

Exercice 14. Soient A, B € M, (R) symétriques, avec B définie posi-
tive. Montrer que les valeurs propres de AB sont réelles.

Exercice 15. Soient A, B € M,,(R) symétriques positives.
Montrer que 0 < Tr(AB) < Tr(A) Tr(B).
Indication : Se ramener au cas ot A est diagonale.

Exercice 21. Pour tous A, B € M,(R) on pose : (A| B) = tr (*AB).
1) Vérifier que c’est un produit scalaire.

2) Soit P € O(n). Montrer que les applications ¢p : A — AP et
Yp 1 A P7YAP sont orthogonales.

3) Réciproquement, si ¢p ou Yp € O(M,(R)), est-ce que P €
O(n) ?

Exercice 16. Soient A, B € M,,(R) symétriques définies positives.
Montrer que det(A + B) > det(A) + det(B).

Indication : Montrer qu’il existe P inversible telle que A = ‘PP et
B ='PB'P avec B' symétrique définie positive.

Exercice 22. Quelles sont les matrices A € M, (R) égales a leur co-
matrice ?

Exercice 23. Soit A € M,,,(R). Montrer que det(*AA) > 0.

Exercice 17. Soit f € L(FE). Montrer qu’il existe une base ortho-
normée (ey, ..., e,) dont l'tmage par f est une famille orthogonale.
Indication : Soit B une BON fizée, M = Mg(()f), B’ la BON cherchée
et P la matrice de passage de B a B'. On veut que *M'M’ soit diagonale
avec M' =*PMP, cad 'P'!MMP diagonale.

Exercice 24. Soit E un espace vectoriel euclidien et p, q deux projec-
tions orthogonales.

Montrer que p et ¢ commutent si et seulement si ( Im pN Im q)*N Im p
et (Impn Imq)t N Im q sont orthogonaus.
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Exercice 25. Matrice de Gram.

1) Soient xy,...,x, des vecteurs d’un ev euclidien E, et G leur ma-
trice de Gram.

a) Montrer que r9(G) = r9(z1,...,T,).
b) Montrer que detG est inchangé si on remplace xp par
Ty — Z NiZ;.
i#k
c) Soit F = Vect(xq,...,2,) et x € E. On note d(z, F) =
min(|z — y||,y € F).

G o,
Montrer que d(x, F)* = ram(ry,...,x x)
Gram(xy, ..., xy,)
2) Soit E un espace vectoriel euclidien, uw € L(E) et (eq,...,e,) une

base quelconque de E. On note G le déterminant de Gram.
Montrer que G(u(e1), ..., u(e,)) = (detu)*Gley, ..., e,).

3) Soit B = (ey,...,e,) une base non orthonormée de E, G la ma-
trice de Gram des e;, f € L(E) et M sa matrice dans B.

a) Montrer que f est auto-adjoint si et seulement si
‘MG =GM.
b) Montrer que f est orthogonal si et seulement si ' MGM = G.

Exercice 27. Quotients de Rayleigh.
Soit f € L(E) auto-adjoint et \y < Ao < -+ <\, ses valeurs propres.

1) Montrer que : ¥V x € E, M|z ||* < (f(z) | ) < \olz ||

2) Montrer que si l'une de ces deux inégalités est une égalité pour
un vecteur x # 0, alors x est vecteur propre de f.

3) Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E telle que pour tout
i:(f(e;) | ei) = Ni. Montrer que : ¥ i, f(e;) = \e;.

Exercice 28. Rayon spectral.
Soit f € L(E). Montrer que || f||* = max{|\| tel que : A € Sp(f* o f)}.

Exercice 29. Centre de O(E).
Soit f € O(F), et s une réflexion par rapport a un hyperplan H. Soit
uwe Ht u#0.

1) Montrer que foso f=' est aussi une symétrie et en donner la
base.

2) En déduire que f et s commutent si et seulement si u est vecteur
propre de f.

3) Quel est le centre de O(E) ?

Exercice 26. Décomposition (QR, Inégalité de Hadamard.

1) Soit M € M, (R) inversible. Montrer qu’il existe une matrice or-
thogonale, P, et une matrice triangulaire supérieure a coefficients
diagonaux positifs, T', uniques telles que M = PT.

2) Application : inégalité de Hadamard.

Soit E un espace vectoriel euclidien, (eq, ..., e,) une base ortho-
normee, et uq,...,u, des vecteurs quelconques.

Démontrer que |det(,)(u;)| < H |l
j=1

Etudier les cas d’égalité.

Exercice 30. Inégalité de Ptolémée.
Soit E un espace euclidien.

1) Pour x € E\ {0}, on pose f(z) = ﬁ
Montrer que : ¥ x,y € E\ {0}, ||f(x) — f(y)] = [z —y|

=l v I
2) Soient a,b,c,d € E. Montrer que :

la —cllllo=dll < lla=0bl{le=d[[+[b—=c|lla—d].

Indication : se ramener au cas a = 0 et utiliser l'application f.

Fin.
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