© www.chez.com/myismail

Spél: Série:familles sommables et séries entieres Le 29/01/00
Exercice 1:
Discuter selon « la sommabilité de la famille (%)
(P09 J pgl
Exercice 2:
Justifier I’égalité:d” w1 — +=>_ xP{(p+1)oux €] —1,1[
n=1 p=1
Exercice 3:

, est sommable ,en déduire I’égalité:> %g(k) =y
k=2

. _1 Yk
Montrer que la famille (% .
N>

ou ydésigne la constante d’Euler
Exercice 4 :

Montrer que la famille (2-C+0*-4a) oo &St sommable et calculer sa somme.

Exercice 5 :

Comparer les rayons de convergence de D anz" et Y bnz" dans les cas suivants:

1) bp =0O(an) 2)bn ~an 3)[an] < |bn] < n%an| 4) |bn] = |an]*,@ € R™.

Exercice 6 :

(an) € CN,on suppose que les a, sont non nuls & partir d’un certain rang,et soit R le rayon

de la série entiere >_ anz".

1)On suppose que les séries Y asnz?" et Y azn1z2"ont méme rayon deconvergence R’
Montrer que R’ = R

2) Montrer que si |- [tend vers L € R* U {+eo}alorsR = + .(avec¢ = +w et -5 = 0)

3)Déduire que si |22 [tend vers L alors R = -

JC
Exercice 7 :
Déterminer le rayon de convergence de Y anz" dans le cas ou a, est:
1) F(n)In®n,ou F est une fraction rationnelle,a € R.
2)cosn 3)(y/n)" 4)a,=E(n+1)-E(/n)
Exercice 8 :
Soit) " anz" une série entiére de rayon R,on pose A, = ao + ... + an et soit R le rayon
de convergence de la série entiére Y Anz"
1)Montrer que siR = lalorsR' = 1
2) Donner un exemple ou R + R’
3)Montrer que les séries Y S-z" et )] %z“ ont méme rayon de convergence.
Exercice 9 :
Calculerzlt?s sommes des séries entiéreg suivantes en précisant le rayon de convergence:
DY 85 2) ¥ eyt 3y X
n>2 n>1 n>0
Exercice 10:
1)Donner le développement en séries entiéres de f en précisant le rayon de convergence:
a) f(x) = In(1 + 2xcosf + x?),0 € R.
b) f(x) = Arctg(1 —x)
2)Soit f : x — sin(v/1 +x?) Vérifier que f est solution d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 a coefficients polynomiaux.
Déduire que f est développable en série entiéres au voisinage de 0 et préciser une relation
récurrente entre les coefficients a, du développement de f.

Exercice 11:
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Soit D" anz" une série entiére de rayon R > 1,0n note sa somme par f(z) =) anz"
n=0
1)calculer j§”|f(re“)|2dt 0<r<R.

2) a)On suppose que f est bornée sur D(0,1) et (a,) € ZN.Montrer que f est polynomiale.
b)On suppose que R = +x, et f bornée sur C,montrer que f est constante
Exercice 12:

Soit (an) € (R™) Net(by) e CNtq 3~ — | € Cetlasérie Y a,x"admetunrayonR > 1
n—oo

Soit R'le rayon de la série D _ bnx" Vérifier que R' > R.

Site] — R,R[,on note f(t) =>_ ant" et g(t) =>_ bnt"

n=0 n=0
1)Montrer dans les cas suivants que lim %’ = 0, ou P est polynomiale :
t-R,ti<R
a) la série D _ a, diverge ,(vérifier que dansce casR = 1 ). b) R = 4.

2) Déduire que dans chacun des cas precédents lim %’ =
t->R,t<R

3) Application:Donner un equivalent simple de :
a)Y, x"sin+,quand x > 17,0)>" %-¥/1+n?, quand X - +oo

n=1 n=0



