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— J’ai classé les exercices en 3 niveaux :

— Niveau I : facile.
— Niveau II : moyen.
— Niveau III : difficile.

— L’éléve aura a choisir deux exercices dans le méme niveau ou des niveau différentes.

— Aprés 5 minutes, il doit se decider quel exercice il va préparer parmi les deux exercices choisis.

— La durée de préparation est de 25 minutes. Le temps de réponses au tableau est de 30 minutes, dans lesquelles
I’éleve doit répondre a ’exercice choisi, un autre exercice que je lui propose sur place, des questions de cours,
et des questions sur Maple©.

— Si Iéleve répond correctement a 1’exercice choisi, je lui propose un autre de niveau supérieur.

— Si I’éleve n’est pas convaincant dans sa réponse correctement a l’exercice choisi, je lui propose un autre de
niveau inférieur.

— Cette démarche me permet de situer le nivau de I’éleve et de lui attribuer une note sur 8 points de la fagon
suivante :

— Niveau I : entre 0 et 4 points sur 8.
— Niveau I : entre 4 et 6 points sur 8.
— Niveau I : entre 6 et 8 points sur 8.
— Les questions de cours sont notés sur 8 points, ceux de Maple© sur 4 points.
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1 Niveau 1

1.1 Algebre-géométrie

too Ag2n 3 -3 2
Exercice 1.1.1 Calculer lorsque A= | -1 5 =2
n=0 (2n)! -1 3 0

(On s’intéressera a la réduction de A)

1
Exercice 1.1.2 Soit zy un complexe, et (z,) une suite telle que z,11 = 5(% + |znl).

1. Donner une construction géométrique de z,1 a partir de z,.

2. Etudier la convergence de la suite (zp,).
Indication : on écrira z, = ppe'® .00 (py, ¢n) € Ry x| — 7,7 et on utilisera :
n
sing = 2" sin 9 cos 9

2n 21"
i=1

3. Trouver une courbe simple passant par tous les points de la suite, et construire cette courbe.

6 -6 5
Exercice 1.1.3 On considére la matrice A= | 14 —13 10
7 -6 4
1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
-1 0 0
2. Montrer que A est semblablea | 1 -1 0
0 0 -1

3. Déterminer ’ensemble des matrices qui commutent avec la matrice A

-1 a a
Exercice 1.1.4 Soit A= -1 -1 0 | € M3(R) (a #0).
1 0 -1

1. Trouver trois vecteurs Vi, Vo, V3 de R3 tels que
AV = =V, AVo =V = Va, AV3 =V - V3

En déduire que A est semblable & une matrice simple que 'on explicitera

2. Calculer A", n € N.
—+o0 TLAn
3. Calculer expxA = z
n

—0 n!

Exercice 1.1.5 Soit A, la matrice (min(i,5))1<i j<n-

1. Montrer que toutes les valeurs propres de A, sont réelles et que A,, est diagonalisable
2. On définit B,, = (b; ;) par

Vi e {1,.,n—1} bi;=2etby,,=1
Vi € {1,n — 1} bi,i—l—l =-1, Vie {2,’!?,} bz’,i—l =-1
tous les autres coefficients étant nuls.
Evaluer le produit A, B,. Conclusion
3. Quelle est la valeur de det A,, 7
4. Quelles sont les valeurs propres de B, 7 En déduire les valeurs propres de A,,.

5. La matrice A,, est-elle définie positive ?
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Exercice 1.1.6 Soit P(z) =det | 4, 4, =«

an

1. Calculer P(ay),.., P(ay).
P(X)

2. Etudier
(X —a1)..(X —ap)

et en déduire P(z)

1.2 Analyse

n

Exercice 1.2.1 Soit o > 0; on pose a, = Y, (—1)F—1ke,
k=1

1. Trouver un équivalent de a,,
Indication : On pourra découper la somme selon les pairs et les impairs

1
2. Etudier la nature de la série de terme général —.
an

+oo t t
Exercice 1.2.2 On pose f(z) = [ Wd
0

1. Montrer que f est C' sur R et calculer f’

2. Exprimer f’ a 'aide de fonctions usuelles.
3. En déduire f

Exercice 1.2.3 Soit g : R — R continue. trouver toutes les fonctions f : R — R continues telles que
x
Ve €R, f(3)— flz) = g(x) et f(0) =0.
Que dire si g est C! & dérivée bornée ?

Exercice 1.2.4 Soit I’équation différentielle 2%y” — 6zy’ + (12 + 22)y = 0.
En trouver les solutions développables en série entiere, puis toutes les solutions.

+o0 —T
Exercice 1.2.5 Onpose I = [ I sinaz dxr ou a € R.
b 1—e

1. Exprimer I comme somme d’une série.
2. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique f telle que f(z) = e sur [0, 27].
3. En déduire I.
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2 Niveau 2

2.1 Algebre-géométrie
Exercice 2.1.1 Soit M l’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n. Soit A une matrice de M vérifiant
: A2 —5A 461, = 0.

1. On pose G(M) = AM pour toute M de M.

(a) Montrer que G est diagonalisable.
(b) Etudier les éléments propres de G
2. On pose D(M) = M A pour toute M de M.
Etudier les éléments propres de D

3. On pose F(M) = AM + M A pour toute M de M.
Etudier les éléments propres de F.

-1 0 1 -1 1 0

Exercice 2.1.2 Soit A= 1 -1 0 |eteB=]0 -1 1

0o 1 -1 1 0 -1

1. Montrer que A et B commutent.
0 0 0
3

2. Montrer que A et B sont semblables sur R a la matrice 0 D) -1
3
0o 1 —-=
2

3. Montrer que I'espace vectoriel engendré par A et B est un corps. Quel est 'inverse de aA + bB?

Exercice 2.1.3

1. Exemple de matrice A de M3(Q) telle que A% = 217
(On supposera qu'il existe un vecteur z tel que (z, Az, A%x) est une base de Q?

2. Soit A une telle matrice. Soit K = R ou Q. On note E l’ensemble des al + bA + cA? ol a, b, ¢ parcourent K.
Selon que K =R ou Q, F est-il un corps?

Exercice 2.1.4 Soit A = (é 2) )

1. Déterminer le commutant de A et I’ensemble :
{BeMy(R): 3IX e My(R), B=AX - XA}
2. Généralisation : si C(A) est le commutant de la matrice A € M,,(R), montrer que :
X eMm,(R), B=AX -XA<VMecC(A), tr(BM)=0

Indication : poser ®4(M) = AM — M A et penser au produit scalaire : (A, B) — tr(*AB)

_ o O
S O N

0

Exercice 2.1.5 On pose, pour z € C, M(z)= |1
1

1. Montrer que M (z) est diagonalisable sauf pour deux valeurs que I'on déterminera.

2. On suppose que A = e’ est une valeur propre de M(z). Calculer z en fonction de ¢ et tracer la courbe
t— z(t).

3. Montrer que la suite (M") tend vers 0 pour |z| assez petit.

Exercice 2.1.6 Soit A € 9, (R) telle que A% = A + I,,. Prouver que det A > 0.
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1 1 11 1 0O -1 0

. . 1111 0 -1 0 1
Exercice 2.1.7 Soient A = 1111 et B = 1 0 1 0
1 111 0 1 0o -1

Montrer qu’il existe P orthogonale telle que PAP~! et PBP~! soient diagonales.

Exercice 2.1.8 Soit (I') la parabole d’équation y? = 2pzx (p > 0).

1. Si M(x,0), avec > 0, montrer qu’il existe un unique point M’(z’,0) avec 2’ > x tel que le carré dont une
diagonale est M M’ ait ses deux sommets sur (I'). Expliciter f: Ry — Ry telle que f(x) = 2.

2. Soit alors g > 0, et Vn € N, z,11 = f(xy,).
Montrer que x,, — +oo et donner un développement asymptotique a deux termes de (z,,).

-1 0 2
Exercice 2.1.9 Quelles sont les matrices de M3(R) qui commutent avec | 0 0 1|7
0 1 1
2.2 Analyse
Exercice 2.2.1 Soit ¢ € C°(([0,1],R). Pour n € N* et x € R, on pose :

n—1

fule) =TT+ 2oy,

n
k=0

1. Montrer que (f,,) converge simplement et expliciter sa limite simple.

2. Y-a-t-il convergence uniforme sur tout compact de R? sur R?

1 +o0
Exercice 2.2.2 Montrer que : [z dx = > n™"
0

n=1

n

Exercice 2.2.3 Convergence de la série de terme général (u,) définie par u, = L avec o > 0.
p=0\"" TP

o (1)
Exercice 2.2.4 On pose f(z) = ), ——.

n=0 T +n
Défintion de f; mode de convergence de la série définition f; limite en 400 de f; équivalent de f de O.

Exercice 2.2.5

1 t +o00 (_1)k
1. Mont ——dr = —_—
Onlrequue([l_i_a32 X k:(]?k‘—i-l—i-t

1 ¢
En déduire lim [
t—0 0

pour t = 0.

ﬁdfﬁ SOlt [ sa limite.
xT

1t
2. Equivalent de
d Of 1+

5dr — [ quand ¢ tend vers 0.
x

Exercice 2.2.6 Equivalent, lorsque n — oo, de (2233..n7)4/n*

Exercice 2.2.7 Soit F = {u € R" tel que u, — 0}.

+o0 U

Pour u € E, on pose |lul|, sup |u,|, et f(u) = 2—Z
neN n=1

1. Vérifier que ||.||,, est une norme sur £. On munit £ de .|| -
2. Montrer que f est une forme linéaire continue sur F, et que |||f||| = 1.

3. Existe-t-il u € E tel que |Jul|, < 1et |f(u)]=17
En déduire que B = {u € RY;  |lu||_, < 1} n’est pas compacte.
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Exercice 2.2.8 Trouver toutes les fonctions continues f de R dans R telles que :
x
VeeR f(x)— Qx/f(t) cos(x — t)dt =1
0

(On commencera par montrer que f est C1)

1
Exercice 2.2.9 Trouver un équivalent simple de > —.

i>1,j>Titj=n 1]
Exercice 2.2.10 Soit r > 0 et E, I'ensemble des applications de | — r, r[ dans R développable en série entiere.

_ @)
Pour f dans F, on pose ¢(f)(z) = of poura dt.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E,.
2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢; ¢ est-il un automorphisme de E, 7
3. Pour P polynome on pose ||P|| = sup |P(t)|; ¢ induit-elle une application continue sur R[¢] 7 Son inverse

te[—1,1]
est-elle continue ?

Exercice 2.2.11 Soit o € R. Déterminer : lim
n—-+oo

3|10 ~
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3 Niveau 3
3.1 Algebre-géométrie
Exercice 3.1.1 Soient A et B dans 9,,(C) et :

oM, (C) —m,(C)
X — AX + XB.

Trouver les valeurs propres de ® en fonction de celles de A et B.
(On pourra commencer par traiter les cas A = 0 puis le cas B = 0 et enfin traiter le cas général)

Exercice 3.1.2 Soit F une partie de R%. Pour aq, .., a, € E, on pose

_2
n(n—1)

on(ai,..,an) = H d(a;,aj)

1<i<j<n
puis

d,(F)= sup dn(ay,..,an).
(at,..,an)EE

Que dire que de d,,(F) suivant que E est borné ou non borné? Si E C F, comparer dy,(F) et d,(F). Etudier la
suite (dn,(E))nen et en particulier sa monotonie. Calculer d3(E) lorsque E est un segment.

Exercice 3.1.3 Pour quelles valeurs de n existe-t-il un sous-groupe de G'L,,(R) isomorphe & (Z/47)%?

Exercice 3.1.4 Soient u,v deux vecteurs indépendants de ’espace euclidien E de dimension 3.

1. Montrer qu’il existe n unitaire tel que (n,u,v) soit libre et
<nyu > n,v >=< U0 > .
2. Montrer qu’il existe un projecteur orthogonal P tel que :
P(u)#0, Pw)#0 < P(u),P(v)>=0

Exercice 3.1.5 Soit E un espace vectoriel de dimension 3, 5 = (i, j, k) une base de E. On se donne f € L(FE). Si
v € E, on note W(v) = Vect{f*(v), ke N}.

0 0 —12
Trouver les vecteurs v € F tels que W (v) # E lorsque la matrice A de f dans la base fest A=[1 0 4
01 3
0 0 12
Méme question avec A= |1 0 —16
o1 7
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3.2 Analyse

Exercice 3.2.1 Déterminer toutes les applications f C' et 27r-périodiques telles que Vx € R,
2f(x+1) = f(z) + f(22).

Exercice 3.2.2 Soit f l'application de R dans R : x — 2z(1 — ). Soit K un compact de ]0, 1].

On pose f, = fo fo..of (n fois). Etudier la convergence de la suite (f,,) sur K.

On admet le théoreme de Stone-Weierstrass : toute application continue d’un segment [a,b] dans R est limite
uniforme, sur [a, b], d’une suite de fonctions polynémes.

Montrer que toute application continue définie sur [a,b] C]0,1[ et & valeurs dans R est limite uniforme, sur [a, b,
d’une suite de fonctions polynoémes a coefficients dans Z.

1

Exercice 3.2.3 Soit n € N*, fixé. On pose A = inf  [(14 21t + ..xnt™)%dt.
(xl,..,zn)eRn 0

1. Etablir I'existence et 'unicité de (ay, .., a,) € R™ tel que

1
A= /(1 + art + ..ant™)?dt
0

S O L
X411 X427 X+n+l
2. Calculer F(k) pour k=1,..,n.

3. Calculer F(0).
4. En déduire A et (ay,..,an).

On pose alors FI(X)

c+a b

Exercice 3.2.4 Soit @ une forme quadratique sur R? et Mg = ( b f—a

) la matrice de Q dans la base

canonique.

1. Conditions sur a,b,c pour que @ soit positive (resp. définie positive). Que peut-on dire de ’ensemble :
{(a,b,c) € R3; Q positive} ?

2. Soit K un compact de R?. On suppose qu'’il existe » > 0 tel que B(0,7) C K. Soit C = {(a,b,c) € R3; Q
positive et K C Eg} ot Eg = {z € R% Q(x) < 1}.
Montrer que C' est compact.

3. Montrer qu’il existe un disque elliptique centré en 0 et un seul d’aire minimale et contenant K.

Exercice 3.2.5 Soit

Hi = {(an)penx € RNX/Zn%Z < +oo}
n>1
HO = {(an)neNx € RNX/ZG/Z < +OO}
n>1
X a2
Hy = {(an)nenx €RV /> 5 < Foo}.
n>=1

1. Définir des produits scalaires sur les H; et montrer qu’ils sont complets pour les normes associées.

—+00
2. Pour b = (b,) € H_1, montrer que Ay : H — R, a — ) apb, est une forme linéaire sur Hi, quelle est sa
n=1
norme ? Réciproque ?

3. Montrer que la boule unité de H; est une partie compacte de Hy.

Exercice 3.2.6

1. Calcul \/Tx 1—1—1\/T>< 1+1 1—1—1\/T><
B V> A 27 2\/2 " 2V2
oo 1 0

T
2. Calculer nZ::O on tan on» Pour 0 €] — 5 5[
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Exercice 3.2.7 Soit n € N* et a €]0,1[. On munit 9, (C) de la norme subordonnée a la norme hermitienne
canonique de C". Soit G un sous-groupe de GL,(C) contenu dans la boule B'(,, «).

1. Que peut-on dire des valeurs propres d’un élément A de G ?
2. Que peut-on dire de G 7

3. Le résultat subsiste-t-il en prenant un intervalle plus grand pour « ?
Exercice 3.2.8 Soit r €]0, 1[. On définit une suite (u,) de réels par :
0 < up <up et upto = Upt1 + r"uy, pour tout n € N.

1. Montrer que (u,) converge dans R. Soit [(r) la limite.

2. Equivalent de u,, —I(r)?

vy + |yl = 2(2 — 4)

Exercice 3.2.9 Résoudre
{ y(l) = 1.
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