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~ Blague du jour \

- Quelle est la différence entre un prof a la retraite et le sang ?
Y’en a pas, dans les deux cas il sort du corps enseignant (en saignant).

- Heureux l'étudiant qui, comme la riviere, arrive a suivre son cours
sans sortir de son lit.

\.

,{ Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)

Mathématicien frangais, connu a la fois pour son travail fondamental dans la théorie des
groupes et pour son influent Cours d’analyse. C’est un poyltechnicien (1855) fils de poly-
technicie (1818). 1l enseigna a I'Ecole polytechnique et succéda a Liouville au Collége de
France, ou il avait une réputation de choix de notation excentriques.

[mo_[ np uapp,emaqu}

Questions de cours et exemples

Un polyndéme annulateur de f est un polynéme P € R[X] tel que P(f) = Oz ).
J5 est un idéal de R[X] (et accessoirement un sous-espace vectoriel de R[X]).

Si Jf # {0}, le polyndme minimal de f est I'unique polynéme unitaire 7t tel que J¢ = 7. R[X].
C’est aussi le polyndme unitaire appartenant a J; de plus petit degré.

D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, J; # {0} puisque le polyndme caractéristique de f,
Xf appartient a Jy.

1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

OnaM = donc M? = M et donc, par récurrence, Vk € N*, ME=M.
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2. Ainsi X* — X € Jydonc 715 | X* — X = X(X — 1) etdonc 7if € {X,X — 1,X* — X} (1 n'est pas
annulateur si E # {0}). Or M # 0 et M # Iy donc 7ty = X?-X.

6.1. o L’équation homogeney” +y = 0 est a coefficients constants et a pour équation caractéristique
X2 +1 = 0 donc les solutions sur R a valeurs dans R de y”" +y = 0 sont les fonctions x
A cos(x) + Bsin(x) pour (4, B) € R

1
Comme ch” = ch, une solution particuliere de y” +y = ch (x) est la fonction x ECh (x) donc

les solutions sur R de ¥ + y = ch (x) sontlesy : x — %Ch (x) + A cos(x) + Bsin(x) pour (A, B) € R?.

1
o De méme, les solutions sur R de 4" + v = sh (x) sont les fonctions x ESh (x) + Acos(x) + Bsin(x)

pour (A, B) € R?.

Puisque f est supposée de classe C* sur R alors g est de classe C? sur R et donc :

(f solution de (H; ) <Vx er, f¥(x) = f(x))

— (vremr, fO >+f%>—fwwfﬂwn
(Vx eR, ¢'( g(x))
donc <f solution de (H1)> <g = f"" + f solution de y" = y) :

8H,) : " —y = 0 est linéaire, homogene, a coefficients constants et a pour équation caractéris-
tique X2 — 1 = 0 donc a pour solutions les fonctions x — Ae* + Be * avec (A, B) € R?, ou
aussi, les solutions de (H,) sontlesy : x +— Ach (x)+ Bsh (x) pour (A, B) € R?.

Le principe de superposition des solutions et les résultats de la question [6.1] donnent :
les solutions de (H;) sontlesy : x — A cos(x) + B sin(x) + Cch (x) + Dsh (x) avec (A, B,C, D) € r*

1. Par définition de E, la famille (Cos, sin, ch, sh) en est génératrice. De plus, si A cos +B sin +C ch +
D sh = 0 alors, en dérivant deux fois, —A cos —B sin +C ch + Dsh = 0 donc A cos +B sin =0
et Cch + D sh = 0. En prenant les valeurs en 0 (par exemple), on obtient A=B=C =D =0
donc cette famille est libre etc’est donc une base de E. Ainsi dim(E) = 4.

2. La dérivation est linéaire et (A cos +B sin+Cch + D sh)/ = —Asin+B cos+Csh+Dch € E
donc E est stable. Donc la dérivation induit bien un endomorphisme de E .

3. D’apres [6.4], E est I'ensemble des solutions de (H;) donc Vy € E, y(4) = 5*(y) = y. Ainsi
3

Xt —1¢Jsetms | X* —1.Si s # X* — 1 alors deg(rr5) < 3 donc 715 = ZaiXi. On alors
V(A,B,C,D) €RrR*, 0 = 715(6)[A cos +B ;i:r?—l-Cch—l- D sh]
— iai [A cos +B sin+C ch + D sh] Q
= ((ag —m)A -il—:((JlJl3 —a1)B) cos +((ag — az)B + (a1 — a3)A) sin
+ ((a0 + a2)C + (a1 + a3)D) ch + ((ap + a2) D + (a1 + a3)C
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donc, par liberté de (cos, sin, ch, sh),

(ao — az)A + (03 — al)B =0
V(A,B,C,D) cr?, |\~ @)B+(m—a)A=0
T " ) (ag+ay)C+ (a1 +a3)D =0
(ao + az)D + (ﬂl + a3)C =0
soit ag = a; = —apeta; = a3 = —aj; donc ag = a; = ap = a3 = 0 ce qui est absurde. Donc
_ y4
s = X —1.
Problme
Partie 1

On a dim(E,) = n + 1 et une base est (Xk)ke[[o -

oVP € E, u(P) = P' € EetV(P,Q) € E?, VA € R, u(P + AQ)
u(P) + Au(Q) doncu € L(E) .

De plus, si deg(P) # 0, deg(P') = deg(P) — 1 et si deg(P)
u(E,) CEp.

(P+AQ) =P +AQ =

0, deg(P’) = —oo donc

d d
0SiP # Oetdeg(P) = davec P = Y mXaveca; # Oalors 0o(P) = Y a(X+1)F =
k=0 k=0

d
Z ak(Xk + kX4 ) = a; X% + (dag + ad_l)Xd_l +--- donco(E,) CE,.
k=0

Onadonc VP € E, v(P) € EetV(P,Q) € E*>, VA € R, v(P+AQ) = (P+AQ)(X +1) =

P(X+1)+AQ(X +1) = v(P) 4+ Av(Q) donc v € L(E) .

- QO

0| € Mn+1(R)

=

0
0 O
ou(l) =0etVk e N*, u(X¥) =k X*'donc U, = | :
0
1 1 1
2
0 1 (1
k fv (K i ' 1
oVkeN, v(X") = (X+1) :Z(i)X’donCVn:
i=0
0

N S — 3 -

€ Mn+1(R)
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4. o P" = 0sietseulementsi P est constant donc Ker(u,) = Eg etIm(u,) = Vect (11, (1), un(X), ..., un(X")) =
Vect (0, 1,...,nX”_1) donc Im(uy,) = E,_1 .
o det(v,) = det(V,) = 1 # 0 donc v, est un automorphisme de E, et donc Ker(v,) = {0} et
Im(v,) = E, .

5. OnaVP € E, uov(P) = (P(X+1)) = P'(X +1) = vou(P) donc uy et v, commutent .

6. o Xu, = Xu, donc x,, = X"™! .o Donc 0 est valeur propre de multiplicité n + 1 et 'espace

propre associé est Eqg(u,) = Ker(u,) = Ey # E, car n € N* donc u,, n’est pas diagonalisable .

7. o Xo, = Xv, donc xo, = (X —1)"" .o Donc Sp(v,) = {1} et donc si v, était diagonalisable

sa matrice dans une base de diagonalisation serait I,,;1 et ceci serait vrai dans toute base donc
v, n'est pas diagonalisable .

8. On a Vk € [0,n], deg(Qx) = k donc la famille (Qy)
(Qx) 0<k<, €St une base de E; .

0<k<n €St une tamille de degrés étagés donc

2.w,(Qo) = vx(Qo) — Qo = Qo — Qo donc w,,(Qy) = 0.

k—1

wn(Qk) =vn(Qx) — Qk = %]_H)(X +1-j)— %j—O(X —J)
] k=2 1 k=1
=1 (X_])_HH(X_])
) ;:;1 J=0 et, pourk = 1, w,(Q1) = (X +
= G [TX=DIX+1) = (X —k+1)]
=
:H]._HO(X_]) = (k_l)!]H(X—])

=0
1) — X =1= Qpdonc Vksupl, w,(Qx) = Qx_1 -

(@)

0

W, = |: o 0| EMupa(R)

: S|
0 --- --- 0 0

@n lit sur la matrice W, : rg(W,) = n, Qo € Ker(wy), Vk € [0,n — 1], Qx € Im(w,) donc

Ker(w,) = R.Qp et Im(wy,) = Vect(Qx) O<k<n_1 "

Qk—j st j<k

’ ;o _
B)n a, par récurrence sur j, wy, (Qx) = 0 si jk
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n
Puisque B est une base de E,;, VP € E,,, 3 !(:Bk)ogkgn’ P=Y BiQx-

Dn a w) (P Z Brwl (Qr) = Y BiQi—jsij < n,
=

Osij n. De plus, Ql( ) =1sii=0,0siisupl.
Donc w),(P)(0) = Bjsij<mn,0sij>n.

k
kN
Ainsi Vk € [0,n], B = wk(P)(0). Or wk = (v, —e,)* = Z(—l)k_] <i)v]n car v, et e, commu-

i=0
; k

tent. Et, par récurrence facile, ), (P)(X) = P(X + ) donc w¥ Z (I;) (X +7).
]:

£ [k
En évaluant en 0, on obtient donc Vk € [0,n], Bx = Z(—l)k_] (1) P(j) .
j=0
k [k
Et doncla base duale de B est B* = (Qf) g1, avec Qf(P) = wh(P)(0) = Y_(—1)F7 (z)P(]) :
<k< =

o Selon la question [8.5], Vk € [0,n], w1 (Q;) = 0 donc w1 = 9,

o De la méme question on tire w},(Q,) = Qo .

Partie 11

Le théoréme de Cayley-Hamilton donne ¢ € J; donc 75 | x -

On a, par récurrence sur k, VP € E, uk(P) = P® . Or, si P € E, alors deg(P) < n+1 donc
P+l = 0. Ainsi w1 = 0, .

De méme, u); (X") = n! (en dérivant n fois).

Selon [1], uZH =0, donc X"t € Ju, donc 7T, | X" etdonc Im < n+1, my, = X™. Sion
avait m < n alors 7, | X" donc u;, = 6, mais ceci est faux selon [2]. Finalement, 7r,,, = héans

gelon [1.10], w! ™! = 6, et w” # 0, donc, comme ci-dessus, 7T, = X" 1.

1o, | Xo, = xv, = (X —1)"Vdonc3Im € [1,n+1], mp, = (X —1)™
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Ronc (v, —ey)" = 6, soit w] = 6, donc 1, | X™ et donc, vu le résultat de [2.4], m =n+1.

Puisque deg(P) =m ,onaa, #0.
Xm m /XM m aj m a]. ) m a; .
(%) :];)”"”«m) = Lot ]Zm' .Za’”(’”—l)“‘m‘f*

=0
, mnog. I X m
1)Xm_]:Z—] m Xm ]doncr< ) Z

120

Ainsir (im) # 0doncr # 0 donc VP € R[X] \ {0}, P(u) # 6 donc J, = {0} .

$oit P € J,, ona P(v) = 6 dong, par restriction a E, stable par v, P(v,) = 6, donc 7y, | P. Ceci
donne bien, avec le résultat de [3.2], Vi € N*, (X —1)""1 | P.

Ronc Vi € N*, 3Q, € E, P = (X —1)""'Q, donc deg(P) = n + 1+ deg(Q,). En prenant
nsup deg(P), ceci donne deg(Q,) = —oo donc P = 0. Donc J, = {0} .

$oit Q = s(P) et R = s*(P),ona R(X) = Q(1-X) = P(1—(1-X)) = P(X) donc

s?> = e (s involution) .

@n a donc X2 —1 € J; et donc J; # {0}. Ainsi s a un polyndme minimal 775 et 715 € {X +
1,X—1,X2—1}.Ors +ecars(X) =1— X # Xet,de méme, s # —e donc m; = X> — 1 et
Js = (X2 —1)R[X].

Partie III
+oo L m n m
u u
exp(un) = ?”' = Z ﬁ' d’apres [11.2.1]. On peut donner deux démonstrations de 'égalité
m=0 """ m=0 """
demandée :

e Premiere démonstration :
Montrons que exp(u,) et v, coincident sur la base canonique (Xk)

0<k<n °
k
mx) ==y (4] x
vk € [0, 7] =0 \J
o k - um(Xk) k k! m—k
exp(un)(X*) = Zo ol Zo MX selon [11.4.2]

et donc v, = exp(uy) .
e Deuxiéme démonstration :
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+o0 m
La formule de Taylor en X appliquée a P € E donne P(X +h) = ) _ it ms
m=0 ’
+oo p(m) +o00 . m
prenant h = 1, on obtient P(X +1) = } | P mSX) =) u”n;P) soit v, = exp(uy) .

m=0 : m=0

D’apres [1.9.3], Vk € [0,n], un(Qk) an un(Qx)) (0) Qj. Or uy et v, commutent ([1.5])
j=

donc u, et w, = v, — e, également donc wll (10 (Qr)) = uy (wll(Qk)> = up (Qr— ]-) sij <k

= uy (0)ij > k d’apres ([1.8.5]). Ceci donne Vk € [0,n], u,(Qk) Zun Qr_ ] Q] soit

Yk € [0,n], un(Qx) = Zun Qm) (0) Qx—m -

E3A, 2008, MP, Mathématiques AAla prochaine
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