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PROBLEMES CORRIGES-MP

ﬁ Endomorphismes nilpotents.

~ Blague du jour Y o

Un homme regarde un match de foot dans un café,
lorsque son équipe nationale marque un but, le chien
se met a courir dans tout les sens. Le voisin demande
a ’homme : Qu’est ce qui lui arrive votre chien ?

- I est supporter de I'équipe nationale, il est content.

- Ben dites donc, juste pour un but ! Et qu’est-ce-qu’il fait
quand elle gagne un match ?!!

- Je ne sais pas, je ne I’ai que depuis 5 ans...

® Enoncé (cnc 2005, TSI)

E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2. L'iden-
tité est notée Ir. Pour u € L(E), on pose u° = If.

On considere un endomorphisme nilpotent u de E, c’est a dire un
endomorphisme tel qu’il existe r € IN* avec #” = 0; on pose alors

p :min{kelN*/uk :0}.

O a Justifier qu’il existe xg € E tel que uP~!(xg) # 0.
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— Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894)

Mathématicien russe, connu pour ses travaux dans le domaine
des probabilités et des statistiques. Tchebychev appartient a
I’école mathématique russe fondée par Daniel Bernoulli et Euler.
Il démontra en 1850 une conjecture énoncée par Bertrand : Pour
tout entier n au moins égal a 2, il existe un nombre premier
entre n et 2n.
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b Montrer que la famille (xo, u(xq),---,uP"*(xg)) est li-
bre.
¢ Endéduire que p < netque u" = 0.
0 On suppose qu’il existe v € L(E) tel que v* = u.

1
a Calculer v? et v2(P~1), puis en déduire que p < %

b Donner alors un exemple de matrice M € M;(IR) telle

que l'équation X*> = M n’ait pas de solution dans M>(RR).
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Dans cette question, on suppose que p = n; on a donc d .
. . k=20 2<g<n-1 > 3).
u"1 £ 0etu" = 0. On considére un endomorphisme g de E kZz)ak% k pour2sgsn—1(sin=3)

tel que ¢* = Ir + u.
d Montrer alors que ag € {—1,1} et que, pour tout

Soit x; € E tel que u" (x;) # 0. Justifier que ke {1,---,n—1}, ay peut étre exprimé de maniere unique
(x1,u(xy), - ,u”_l(xl)) est une base de E et qu’il existe en fonction de «.
e Conclure qu’il y a exactement deux endomorphismes de

n—1
&g, ,0,—1) € R" tel que ¢(x1) = a1k (xq).
(20 n-1) que g(x1) l;) i () E dont le carré est égal a Ir + u.

b Vérifier que g o u = 10 g et montrer que g = nil aik. 0O O :Application : Déterminer toutes les matrices X € My (RR)
P 1100
110
¢ Justifier que la famille (Ig,u,- - -, u" 1) est libre puis, en telles que X? = 0011
calculant g2 de 2 fagons, montrer que oc% =1, 20001 = 1 et 000 1

A la prochaine
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® Corrige (Pr. Mamouni, Rabat

0 a p=min{k € N* tel que u¥ = 0}, donc uP~! # 0, et par
suite Jxg € E tel que u”~!(xg) # 0.

b Soit (Ai)OSiSp tel que Aoxp + /\114(2(0) + ... +

Ap_1uP~!(xg) = 0, on compose par u”~! et comme uk

0, Vk > p,alors Agu’"1(xg) = 0, or uP"1(x9) # 0, d’oix
Ao = 0, ce qui donne Aqu(xp) + ...+ Ap_lu”_l(xo) =0, on
compose cette fois par u? 2, ce qui donne

MuP~1(xg) = 0, d’ott A; = 0 et on re-itere le méme procédé
jusqu’a montrer que tous les A; sont nuls. D’ou la famille
C = (xo,u(xp),...,uP"1(xq)) est libre.

¢ C estlibre, donc card(C) = p < dim(E) = n, or u¥ =0
etn > p,douu" =0.

0 a o = (@) =ul =0et?PV) =yl £0.

Posons : § = min{k € IN* tel que v* = 0}, donc 2(p — 1) <

q < 2p, et comme dans ce qui précede pour u, on peut aussi

affirmer pour v que g < n, ainsi 2(;9 -1H)+1< g < n,dou
1

2p—1<mn,doup< n—; .

01

00

pour M € L(IR?), d’oti suivant la question précédente si

N

b Soit:( ).OnaM2:OetM=0,doncp:2,
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. .3 .
X? = M, on devrait avoir Py ce qui n’est pas le cas, donc

l'équation X> = M, n’admet pas de solutions.

a De la méme fagon que dans la question 1.2), on montre

que la famille (x1, u(x1),...,u""1(x1)) est libre, or son cardi-
nal est égal a n = dim(E), donc c’est une base, et pas suite
c’est une famille génératrice de E, or g(x1) € E, d’ott I'ex-
istence de nombres réels («;)o<i<,—1 tel que g(x1) = aox1 +
aqu(xy) 4.+ ay_qu" ().
b ¢*=u+Ig,dotiu=g*—Igetdoncgu =g°— ¢ =ug.
Et par récurrence sur k € IN, on montre que guk = g
D’autre part on a les égalités suivantes :
g(x1) = woxy + aqu(xy) + ...+ ay_qu T (xq)
qu(xy) = u(g(x1)) = aou(xy) + aqu(u(xg)) 4 ... 4 ay_qu" Y

gu' M(x) = w'N(g(x1)) = wou™ M (x1) H A dp g (T (x
Ainsi g et aglg + ... + a,_1u" ! coincident sur la base
(x1,u(x1),...,u" 1(x1)), et comme elles sont linéaires elles
coincident sur E.

¢ Soit (Aj)o<i<y tel que AgIg + Aqu + ...+ /\p_lu”_l =0,
on applique cette relation a x1, on trouve Ag(x1) + Aqu(x1) +
co A Ap_qu" 1 (x1) = 0, or la famille (x1, u(x1),...,u" (x1))
est libre,
douA; =0,V1 <i<mn,etdonc (Ig,u,.. .,u”_l) est libre.
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1 ére fagon : g2 = Ir 4+ u.

2
n
2 éme facon : g% = <Z ockuk)

k=0
n 9
= Yo )Y g | u
q=0 \k=0
n 9
= Z ,Bkuq Avec: ‘Bk = Z zxkocq_k
q=0 k=0

Et par identification puisque la famille (IE,u,...,u”_l) est

libre, on a alors: By = ag = 1,61 = 2a0a7 = let B; =
0, Vg=>2.

d af=1,doncagec {-1,1}.
Montrons par récurrence sur g € {1,...,1n}, que a,; s’exprime
de fagon unique en fonction de ay.

1 .
Pourg = 1l,ona:a; = o donc le résultat est vrai pour
0

g = 1, supposons qu’il est vrai jusqu’a l'ordre 4 — 1, et mon-
trons que c’est vrai pour 4.
q q—1
En effet ) apa, i = 0, donc 2500 = — ) apg_y,
k=0 k=1

A la prochaine
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orl <k<g—-letl<g—-k< q—l,d’otllesockucq_ks’ex—
priment de fagcon unique en fonction de ap, donc leur somme
aussi, et par la suite 2a,x( aussi et finalement &, aussi.

e Les solutions, g de I'équation ¢*> = I + u, sont de la

n
forme g = 2 uckuk, orVq € {1,...,n},a, s’exprime de fagon
k=0
unique en fonction de oy € {—1,1}. Donc deux possibilités

suivant la valeur prise par «g.

L’équation peut s’écrire sous la forme X> = I + A, avec :
0100

A = , qui vérifie A* = 0 et A> # 0, donc

o O O
o O O
S O =
o = O

X = agly + a1 A + ay A% + a3 A3, avec les relations suivantes :
g € {—1,1}  2apa; =1
2000 + oc% =0 2003+ 20107 =0

Les solutions possibles sont :

0(021
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