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29 SEPTEMBRE 2012

Un homme regarde un match de foot dans un café,
lorsque son équipe nationale marque un but, le chien
se met à courir dans tout les sens. Le voisin demande
à l’homme : Qu’est ce qui lui arrive votre chien ?
- Il est supporter de l’équipe nationale, il est content.
- Ben dites donc, juste pour un but ! Et qu’est-ce-qu’il fait
quand elle gagne un match ? ! !
- Je ne sais pas, je ne l’ai que depuis 5 ans...

Blague du jour

⌣̈

Mathématicien russe, connu pour ses travaux dans le domaine
des probabilités et des statistiques. Tchebychev appartient à
l’école mathématique russe fondée par Daniel Bernoulli et Euler.
Il démontra en 1850 une conjecture énoncée par Bertrand : Pour
tout entier n au moins égal à 2, il existe un nombre premier
entre n et 2n.

Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894)
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Commutant d’un endomorphisme. CNC 99, TSI.

Définitions et notations

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 sur K = R ou C.
L(E) désigne l’algèbre des endomorphismes de E ; si h, g ∈ L(E),
l’endomorphisme composé h ◦ g sera noté simplement hg, l’iden-
tité se notera I.
Si f est un endomorphisme quelconque de E, on note f 0 = I et
pour tout k ∈ N

∗, f k désigne l’endomorphisme composé de k endo-

morphismes égaux à f ; si P =
p

∑
k=0

akX
k ∈ K[X], P( f ) désigne l’en-

domorphisme
p

∑
k=0

ak f
k. On note aussi K[ f ] = {P( f ); P ∈ K[X]} et

C( f ) = {g ∈ L(E); f g = g f}.

Partie I
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Soit f un endomorphisme quelconque de E.

① a Montrer que C( f ) est une sous-algèbre de L(E).

b Montrer que K[ f ] est une sous-algèbre de L(E) con-

tenue dans C( f ).

c Si f est une homothétie, déterminer C( f ) et K[ f ].

Dans la suite on montre que si C( f) = L(E) alors f est une
homothétie.

② Dans cette question, on suppose que pour tout vecteur x ∈ E
la famille (x, f (x)) est liée.

a Démontrer que : ∀x ∈ E, ∃ λx ∈ K, f (x) = λx.x.

b Soit (x, y) ∈ (E \ {0})2, démontrer que si la famille (x, y)
est liée alors λx = λy.

c Soit (x, y) ∈ (E \ {0})2, démontrer que si la famille (x, y)
est libre alors λx = λy.

d En déduire alors que f est une homothétie.

③ On suppose maintenant que f n’est pas une homothétie.

a Démontrer qu’il existe x ∈ E tel que la famille (x, f (x))
soit libre.

b Justifier l’ existence d’une famille (e3, . . . , en) d’éléments

de E telle que la famille (x, f (x), e3, . . . , en) soit une base de E.

c On désigne par h la symétrie de E par rap-
port au sous-espace vectoriel K.x parallèlement au

sous-espace vectoriel Vect({ f (x), e3 , . . . , en}).

Comparer h( f (x)) et f (h(x)) puis en déduire que h /∈ C( f ).
④ On suppose maintenant que C( f ) = L(E). Montrer, en util-

isant les questions précédentes, que f est une homothétie.

Partie II

Soit f un endomorphisme quelconque de E.
① Soient x1, x2, . . . , xn des scalaires distincts. On désigne par ϕ

l’application qui à tout élément P de Kn−1[X] fait correspon-
dre l’élément (P(x1), P(x2), . . . , P(xn)) de K

n.

a Montrer que ϕ est un morphisme d’espaces vectoriels.

b Déterminer son noyau et en déduire que c’est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels .

c On pose Li = ∏
16j6n

j 6=i

(X − xj)

(xi − xj)
pour tout i dans {1, . . . , n}.

☞ Calculer ϕ(Li) pour tout i dans {1, . . . , n} et en déduire
que (L1, . . . , Ln) est une base de Kn−1[X].

☞ Exprimer l’antécédent par ϕ d’un élément (a1, . . . , an) ∈
K

n à l’aide de L1, . . . , Ln et a1, . . . , an.
② On suppose dans cette question que f possède n valeurs pro-

pres distinctes λ1, . . . , λn. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ei désigne
un vecteur propre de f associé à la valeur propre λi et Eλi

le
sous-espace propre associé.

a
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☞ Montrer que (e1, . . . , en) est une base de E et écrire la
matrice de f dans cette base.

☞ Qu’en déduit-on pour f ?

☞ Exprimer Eλi
à l’aide du vecteur ei.

b Soit g ∈ C( f ).

☞ Montrer que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, g(ei) ∈ Eλi
et en

déduire que ei est un vecteur propre de g. Soit alors αi la
valeur propre associée.

☞ A l’aide de la question 1, justifier l’existence d’un unique
polynôme Q ∈ Kn−1[X] tel que Q(λi) = αi pour tout
i ∈ {1, . . . , n}.

☞ Pour chaque i ∈ {1, . . . , n} calculer f k(ei), k ∈ N∗, puis
Q( f )(ei).

☞ En déduire que Q( f ) = g.

c Montrer que C( f ) = Vect({I, f , . . . , f n−1}) = K[ f ].

d En utilisant la question 1 de cette partie, montrer que

la famille (I, f , . . . , f n−1) de L(E) est libre et en déduire
dimC( f ).
(On pourra vérifier, en calculant les P( f )(ei), que si P ∈
Kn−1[X] et P( f ) = 0 alors ϕ(P) = 0 pour ϕ à préciser ).

③ Dans cette question, on suppose que dimE = 2 et que f n’est
pas une homothétie.

a Etudier la famille (I, f ) et en déduire un minorant de la
dimension de K[ f ] puis de celle de C( f ).

b Justifier l’existence de e ∈ E tel que (e, f (e)) soit une

base de E et montrer que l’application H : C( f ) −→ E qui
à g ∈ C( f ) fait correspondre g(e) est un morphisme injectif
d’espaces vectoriels .

c En déduire la dimension de C( f ) et de K[ f ] puis ex-
primer C( f ) et K[ f ] à l’aide de I et f .

d Déduire de ce qui précède que la famille (I, f , f 2) de

L(E) est liée et déterminer les composantes de f 2 dans la base
(I, f ) de C( f ).

Partie III

Soit A un sous-espace vectoriel de L(E) stable par la composition
des applications. Dans cette partie, on suppose que dim A= n2 − 1.
On veut montrer que I ∈ A. Pour cela, raisonnant par l’absurde,
on suppose que I /∈ A.

① a Montrer que A et K.I sont supplémentaires dans L(E).

b Soit p la projection sur K.I parallèlement à A. Montrer
que p est un morphisme d’algèbres.

② Montrer que si f ∈ L(E) et f 2 ∈ A, alors f ∈ A.
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③ Soit (e1, e2, . . . , en) une base de E. fij désigne l’élément de
L(E) définit par :

{

fij(ej) = ei
fij(ek) = 0 si k 6= j

a Calculer f 2ij pour i 6= j.

b Montrer que si i 6= j alors fij ∈ A.

c En déduire que fii ∈ A. (On pourra calculer fij f ji pour
un j 6= i).

④ Calculer
n

∑
i=1

fii et conclure.

⑤ ☞ Montrer que ( fij)16i,j6n constitue une base de L(E).

☞ Vérifier les relations fij fkl = δjk fil où δjk = 1 si j = k et
δjk = 0 si j 6= k.

Partie IV

Dans cette partie, on suppose que : dimE=2 et dim A=3.

① ① Montrer que A possède une base du type (I, ϕ,ψ).

② Montrer que ϕψ 6= ψϕ.
(On pourra raisonner par l’absurde et utiliser la question
3 de la partie II)

③ Montrer qu’il existe (λ, µ, ν) ∈ K
3 tel que : ϕψ =

λϕ + µψ + νI.

④ Calculer alors (ϕ − µI)(ψ − λI) et montrer que (ϕ −
µI)(ψ − λI) = 0. (On pourra raisonner par l’absurde).

⑤ Montrer alors que A possède une base du type (I, ϕ1,ψ1)
avec ϕ1ψ1 = 0.

② ① Montrer que Im ψ1 ⊂ Ker ϕ1 et que les endomorphismes
ϕ1 et ψ1 sont de rang 1.

② Montrer que ϕ1 et ψ1 ont un vecteur propre commun
qu’on notera e1.

③ En déduire qu’il existe une base (e1, e2) de E telle que la
matrice de tout élément de A dans cette base soit trian-
gulaire supérieure.

③ Soit maintenant (e′1, e
′
2) une base de E et A′ la partie de L(E)

formée de tous les endomorphismes dont les matrices dans
cette base sont triangulaires supérieures. Montrer que A′ est
une sous-algèbre de L(E) de dimension 3.

F

i
nF
i

n

Á la prochaine
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