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% Blague du jour — Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)

Mathématicien frangais, connu a la fois pour son travail fonda-
mental dans la théorie des groupes et pour son influent Cours
d’analyse. C’est un poyltechnicien (1855) fils de polytechnicie
(1818). Tl enseigna a 1'Ecole polytechnique et succéda a Liouville
au College de France, ot il avait une réputation de choix de no-
tation excentriques.

- Quelle est la différence entre un prof a la retraite et le
sang ?

Y’en a pas, dans les deux cas il sort du corps enseignant
(en saignant).

- Heureux l'étudiant qui, comme la riviere, arrive a suivre
son cours sans sortir de son lit.
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Questions de cours et exemples 4, D’apreés le théoreme de Cayley-Hamilton, [ # {0} puisque le
polyndme caractéristique de f, x r appartient a J.

Un polyndme annulateur de f est un polyndme P € R[X] tel que 1/2 0 1/2 0
P(f) = 0z(p)- o 12 0 1,2
5.1. Ona M = 1/2 0 1/2 0

J¢ est un idéal de R[X] (et accessoirement un sous-espace vectoriel 0 1/2 0 1/2
de R[X]). récurrence, Yk € N*, MF = M.

donc M? = M et donc, par

~

N
N
.

.. 2 2 _

Si J¢ # {0}, le polyndme minimal de f est I'unique polynome uni- Ainsi X° — X € 2]f donc 7Tf, | XF-X = X (X — 1) et donc
taire 71 tel que [ = 717.R[X]. Cest aussi le polyndme unitaire ap- mp € {X,X —1,X* - X} (I n’est pas annulateur si E # {0}). Or
partenant a /¢ de plus petit degré. M # 0et M # Iy donc 71y = X?-X.
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6.1. o L'équation homogene vy’ +y = 0 est a coefficients constants les solutions de (H;) sontles y : x — A cos(x) + B sin(x) + Cch (x) + D sh {
et a pour équation caractéristique X> + 1 = 0 donc les solutions . ) ‘ o
sur R a valeurs dans R de y” +y = 0 sont les fonctions x 5. 1. Par def1n1‘t1on de E, lq famille (cos, sin, ch,sh) en est génératrice.
Acos(x) + Bsin(x) pour (A, B) € R% De plus, si A cos +B sin+C ch + D sh = 0 alors, en dérivant deux
Comme ch” = «ch, une solution particuliere de 1’ + fois, —A cos —B sin+Cch + Dsh = 0 donc A cos+B sin = 0 et
1 Cch + Dsh = 0. En prenant les valeurs en 0 (par exemple), on ob-
y = ch(x) est la fonction x — >¢h (x) donc tient A = B = C = D = 0 donc cette famille est libre etc’est donc

1 L 4
les solutions sur R de y” +y = ch (x) sontlesy : x 5ch (x) + A cos(x —E%esu? Y dlgo% %18133?2&5)74

La dérivation est lineaire et (A cos+B sin+Cch + Dsh)/ =
o De méme, les solutions sur R de y” + y = sh (x) sont les fonctions x shAJ@lPP%Bcoeéx—}Gf—shsm(B)ch € E donc E est stable. Donc

ld u.cuvauuu ulu.u.u uwu U1 endomorphlsme de E.

pour (A, B) € R?.

3. D’apres [6.4], E est I’ensemble des solutions de (H;) donc Vy €

2. Puisque f est supposée de classe C* sur R alors g est de classe C? E, y(4) = 0*(y) = y. Ainsi X* _31 € ety | X* —1.Simy # X —1
sur R et donc : ;
lors deg(7t5) < 3 donc rs = ) a;X'. On alors
(f solution de (Hl)) = (Vx er, f¥(x) = f(x)) alors deg(715) < 3 done 75 i_zo 1
4 .

— (Vx ER, f(4)(x) FF(x) = f(x) —I—f”(x)) V(A,B,C,D) € R*, 0 = 715((5) [A cos +B sin +(
— (Vx €R, ¢'(x) = g(x)) = Zaal [A cos +B sin+C

donc (f solution de (H1)> = (g = f"" + f solution de y" = y) : = ((a0 — a2) A + (a3 — a1)B) cos +((ao

+ ((a0 + a2)C + (a1 +a3)D) ch

dong, par liberté de (cos, sin, ch, sh),
3. (Hz): vy’ —y = 0 est linéaire, homogene, a coefficients constants

et a pour équation caractéristique X* —1 = 0 donc a pour so- (a0 = a2)A + (a3 —a)B =0
lutions les fonctions x + Ae* + Be ™ avec (A, B) € R?, ou aussi, V(A,B,C,D) € RY, (a0 —a2)B + (a1 —a3)A =0
les solutions de (H;) sontlesy : x — Ach(x) + Bsh (x) pour (A, B) € R?. (a0 +a2)C+ (a1 +a3)D =0
(ap+a2)D + (a1 +a3)C =0
4. Le principe de superposition des solutions et les résultats de la soitag = ap = —apeta; =az = —a; doncayg =a; =ap =az =0ce
question [6.1] donnent : qui est absurde. Donc 775 = X*—1.
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Problme

Partie I

On a dim(E,) = n + 1 et une base est (Xk)ke[[o -

oVP € E, u(P) =P ¢ EetV(P,Q) € E?, VA € R, u(P + AQ) =
(P+AQ) =P +AQ" = u(P) + Au(Q) doncu € L(E) .
De plus, si deg(P) # 0, deg(P’) = deg(P) — 1 et si deg(P) = 0,
deg(P’') = —oo donc u(E,) C Ej, .

d

©Si P # 0etdeg(P) =davecP = ) 0 X" avec a; # 0 alors
k=0
d d
o(P) = Y X+ 1) =Y ap (X + kX4 ) = a,X0 + (dag +

k=0 k=0
ad_l)Xd_l + .- doncv(E,) CE,.
On a donc VP € E, v(P) € EetV(P,Q) € E2, VA € R, v(P +
AQ) = (PH+AQ)(X+1)=P(X+1)+AQ(X+1) =v(P)+ Av(Q)
doncv € L(E) .
o u(l) = 0 e Vk e N, uX¥ = kx*! donc
0 1 0
0 O :

oI O
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4.

k .
o Vk e N, v(XH) = X+1DF = (f)Xl donc
i=0
1 1 1 1
2 n
0 1 (1) !
1 n
V= 2 € My1(R)
n
n—1
0 0 1

o P! = 0 si et seulement si P est constant donc Ker(u,) = Ej et

Im(uy) = Vect(un (1), un(X),..., un(X")) = Vect(0,1,...,nX"1)
donc Im(u,) = E,_1.

o det(v,) = det(Vy,) =1 # 0 donc v, est un automorphisme de E,
et donc Ker(v,) = {0} etIm(v,) = E, .

OnaVP € E, uoo(P) = (P(X+1)) = P(X +1) = vou(P) donc
u, et v, commutent .

o Xu, = Xu, donc xu, = X" .o Donc 0 est valeur propre de mul-

tiplicité n + 1 et 1’espace propre associé est Eg(u,) = Ker(u,) =
Eo # E, car n € N* donc u, nest pas diagonalisable .

Jesll sNsh §54
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7. O Xo, = )" o Donc Sp(v,) = {1} et
donc si v, était diagonalisable sa matrice dans une base de di-

agonalisation serait I,, 1 et ceci serait vrai dans toute base donc
v, nest pas diagonalisable .

Xv, donc xo, = (X —

8.1. OnaVk € [0,n], deg(Qx) = k donc la famille (Qy)

0<k<n est une

famille de degrés étagés donc (Qx) est une base de Ej, .

0<k<n
2. owu(Qo) = vu(Qo) — Qo = Qo — Qo donc w,,(Qo) = 0.
k—1 1 k—1
wn (Qk) Zvn(Qk)—QkZ I +1-)) - i (X =)
i=0 =0
1 k—2 1]k—1 !
k' H( _])_FH(X_])
=1 ' j=0
1 k—2 et,
G IIX=D[X+1) = (X —k+1)]
=0
k ]](—2 1 k—2
_ X —
k!]._HO( ) (k—1)!]_HO( )
pour k = 1, w,(Q;) = (X+1)—X = 1 = Qp donc
Vksupl, wn(Qx) = Q1 -
0 --- 0
0 1 -
3. W, = 0| € Muu(R)
1

Jest Noh §54

4.

9.1.

On lit sur la matrice W, :
Vk € [0,n—1], Qr €

rg(Wy) = n, Qy € Ker(wy),
Im(wy,) donc Ker(w,) =R.Qp et

Im(wy,) = VeCt(Qk)ogkgn—l :
Qk— —j s ] <k
On a, par récurrence sur j, wj(Qx) = 0 si jk
n
Puisque BB estunebasede E,, VP € Ey, 3!(Bi) e,y P =Y BrQk-
- k=0
: n i n .
Onaw),(P) = Y Brwn(Qr) = Y PeQujsij < n,
k=0 k=j

Osij n. De plus, Q;(0) = 1sii =0, Osiisupl.
Donc w),(P)(0) = Bjsij<mn0sij>n.

Ainsi Vk € [[o n), B = wk(P)(0). Or wt = (v, —

k
en)k = Z (k) v, car v, et e, commutent. Et, par
récurrence facile, vn(P)(X) = P(X +j) donc wk(P)(X) =
k .
Z(—l)k_] (IJC)P(X + j). En évaluant en 0, on obtient donc
j=0

k
vk € [0,n], B =Y (~1)F C)P(j) :

j=0

Etdoncla base duale de B est B* = (Qf) ;- avec Q¢(P) = wk (P)(0) = Z
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10.

2. 1.

3.1.

o Selon la question [8.5], Vk € [0,1], w"™(Qx) = 0 donc 4.1.

witl =9, .

o De la méme question on tire w},(Q,) = Qo .

Partie I1

Le théoréme de Cayley-Hamilton donne ¢ € J donc 75 | x -

On a, par récurrence sur k, VP € E, uf(P) = P®. OrsiP € E,
alors deg(P) < n+ 1 donc P+ = 0. Ainsi "t = 6, .

5.
De méme, u); (X”) = n! (en dérivant n fois).
Selon [1], u"™! = 6, donc X" € J,, donc m,, | X" et donc
dm < n+1, m,, = X™ Sion avait m < n alors 77, | X" donc
uyy = 0, mais ceci est faux selon [2]. Finalement, 77, = h'dani
Selon [I.10], wZH = 0, et w) # 6, donc, comme ci-dessus,
Ty, = X1,

T, | Xow = XV, = (X—1)n+1 doncIm € [1,n+1], mp, = (X —1)".

Donc (v, —e,)™ = 0, soit w}; = 0, donc 7y, | X" et donc, vu le
résultatde [2.4], m=n+1.

HE mamouni.myismail@gmail.com

6.1.

Puisque deg(P) =m ,onaa, #0.

() = Lo () = ey = L e =

m! —om! =0
n g . mog. m! .

1 — .. i m—j _ I m—j
Zwm(m 1)---(m—j+1)X ;m' (m—j)!X donc
j=0 j=0

Xﬂ’l) m i _

r{— | = xXm
) = L
m
Ainsi r - # 0donc r # 6 donc VP € R[X]\ {0}, P(u) # 6
donc J, = {0} .

Soit P € J,, on a P(v) = 6 dong, par restriction a E, stable par v,
P(v,) = 60, donc 71, | P. Ceci donne bien, avec le résultat de [3.2],
Vn € N*, (X -1)"T1|P.

Donc Vn € N*, 3Q, € E, P = (X — 1)”+1Qn donc deg(P) = n +
1+ deg(Qpn). En prenant nsup deg(P), ceci donne deg(Q,) = —oo
donc P = 0. Donc J, = {0} .

Soit Q = s(P) et R = s?>(P),ona R(X) = Q(1 - X) = P(1 — (1 —
X)) = P(X) donc s> = e (s involution) .

Onadonc X*—1 € Jsetdonc Js # {0}. Ainsi s a un polynéme min-
imal et 7t € {X+1,X—1,X>—1}.0rs #ecars(X) =1—-X #
X et, de méme, s # —e donc 715 = X?>—1let], = (X2 —1).R[X].

Jesll sNsh §54

ey



PROBLEMES CORRIGES-MP

MAMOUNI.NEW.FR
5 M AvMoUNEMY TSMATT I

Partie I11
too g, m n_oogm
exp(un) = ;”' = Z — d’aprés [I1.2.1]. On peut donner deux
m=0 m=0 1M

démonstrations de 1'égalité demandee :

e Premiere démonstration : 2. 1.
Montrons que exp(u,) et v, coincident sur la base canonique
k .
(X )nggn :
k k )
o (X¥) =(X+1) =Y () Xk
vk € [0, 1], =0
wl(x) = ¥ WOy K
U= TI= YD

et donc v, = exp(uy) .
e Deuxieme démonstration :

Jest Noh §54

La formule de Taylor en X appliquée a P € E donne

+oo p(m)

P(X+h) =) whm En prenant & = 1, on obtient
= m! P
400 p(m) X 400 um(P ‘

P(X+1)=)_ % =) % soit v, = exp(uy) .

m=0 : m=0

D’apres [1.9.3], Vk € [0,n], un(Qx) an 1n(Q)) (0) Qj.

j=0
Or u, et v, commutent ([I.5]) donc unp et wy = vy — ey
également donc w) (u,(Qx)) = un (w{l(Qk)) = tn (Qr—j)
si j < k = u,0)i j > &k daprés ([1.8.5]). Ceci
dons, (ffaof [0n] wn(Qo) = Zun Qk—j) (0)Q; soit

VkE[[On]] un(Qx) = 0) Qk—m -

Zun Qm
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