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Samedi 5 Décembre 2009

Durée : 2 heures

e Blague du jour :
Pourquoi ne faut-il pas lancer un défi (lisez dy) & un mathématicien ?
Réponse : Parce qu’il ’intégre et en fait un ¢!

e Mathématicen du jour : Hess.

Ludwig Otto Hesse (1811-1874) est un mathématicien russo-allemand. 11
a travaillé sur les invariants algébriques. Il a donné son nom a la Courbe
0% f
8Ii8Ij

de Hesse, a la Matrice hessienne ( ) et a la forme normale de
1<i,j<n

Hesse.

PROBLEME 1 :

1) D = {(z,y) € R? tel que fi(z,y) > 0} N {(z,y) € R? tel que fao(z,y) > 0} est un
ouvert en tant qu’intersection de deux ouverts, car les fonctions fi(z,y) — x et
fo(z,y) — y sont continues.

2) La linéarité de l'application T": f — T'(f) découle de celle des dérivées partielles.

B (fh) oh (fh) oh 8f
3) T(fh)= fT(h)+ hT(f) ca 9 p o oy 8y'
o Opof) 3f Opof) , Of
4) T(pof)= ("o /)T(f) car —5—== = ("o f) 5, o (¢ Of)ay'
ﬁ_ 5’7’8g 8tag of xdg yOg
o _ - s ar  ror z2ot
5) D’aprés les formules du cours : gj _ gx gg 833 gg on en déduit que % _ &% ) @ %
dy 8y or 8y ot oy ror  Ox Ot
of | of _ dg
douT(f)—wax+yay =Ty
6) Tt =0, simple calcul.
7) T(pot)=(¢0)Tt=0,donc po € Ny.
8) D’aprés ce qui précede, si f = pot, alors f € Ny. Inversement soit f € Ny, alors
T(f) = = 0, donc gg(r t) =0, donc g(r,t) = ¢(t), d’ou f(z,y) = g(r,t) = ¢(t) =
o t(x, y) Donc p ot est la forme générale des éléments de Nj.
9) Tr =r, simple calcul.
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10) rfe Ny<=Turf)=rf <= rT(f)+ fT(r)=rf <= T(f) =0 car Tr = r, ainsi

feEN <<= —-feNy<= —f =pot < f =rpot, cest la forme générale des
T r

fonctions f € Nj.

11)

12)

Pour a € R, calculer T'(r*) =T ((x2 + yQ)%) = ar®, de la méme facon que précédement,
onaT(r*f)=r"T(f)+ar®f, donc r*f € N, <= f € Ny et on en déduit que la forme
générale des fonctions f € N, est f =r%pot.

(*) Tf —af =bh ot h € Ny, donc Th = bh.

a)

(R
donc T'fy = T((por)h) = (por)Th+ hT(por) = (por)bh+ h(y or)I'r =
bf+rh('or), ainsi T fo—afy = bh devient (b—a) fo+rh(@'or) = h, doury'(r) =
c’est une équation différentielle du ler ordre de solution ¢(r) = Inr. Soit f une
solution générale de (*), comme est fy aussi, alors T'(f — fo) — a(f — fo) = 0,
dou f — fo € N, donc f — fo =1r%ot,dou f=fog+ripot=Inr+rpot
c’est la forme générale des solutions de (*) quanda = b
On suppose maintenant que : a # b. Soit fo = Ah alors T'fo = AXT'h = \bh,

1
T fo —afo = h donne A\ = 2

—a

Supposons a = b, soit fo = ¢(r)h une solution particulicre fy ot ¢ € C! )
1,

. De fagon pareille toute solution f de (*) s’écrit

sous la forme f = fo +r%ot = ﬁh + r% ot, c’est la forme générale des
solutions de (*) quand a # b.

22 +y? — a2y
2+ —ay
Th =0,doub=0, donc a # b, dou f(x,y) = —h(z,y) + /22 + 3% <%>, ol
¢ : R™ — R de classe C.

(22 +y*) (z — y)

r+y

a="0=2 donc f(x,y) = In\/22 + 4% + (22 + y*)p <%>, ol ¢ : R™ — R de

classe C'.

Pour cette équation a = 1, h(z,y) = . Les calculs montrent que

Ici a = 2,h(z,y) = . Les calculs montrent que Th = 2h, d’ou
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PROBLEME 2 : Les lois de l’optique géométrique

1)

2)

3)

1)

5)

6)
7

8)

Posons S = (a,b,c), on a g : M = (z,y,2) — HST/[H = V(@—a)2+({y—b2+(z—c)? est
de classe C! sur R?\ {S} comme composé des fonctions

p: R\ {S} — Ry et : R} — R% quisontde classe C',
(z,y,2) — (z—a)’+(@y—b)*+(z—c) to— Vi
— 0 - 0 — Jg — (x—a)_z')—l—(y—b)?—i—(z—c)? SM
avec gradg(M):—g(M)i —i——g(JV[)j +=(M)k = = —
O dy 9z ViE—a?+y-b>+(=-0c* ||SM|

pour tout M € R3\ {S}.

Soit ¢1, le temps de parcours du point source S au point M et t; celui du point M au point
cible C, on a t(M) = t; + t2. Or le mouvement du point S au point M est un mouvement

—
. . . X s T _ lIsMmj -
unifome, a vitesse constante égale a vy, d’ou ||SM| = tvy, donc t; = . De méme

CM SM| | |CM B
O e NP v g 1]
V2 U1 U2

D’apreés les deux questions précedentes, on en déduit que :

SM CcM

—_—

gradt(M) = — + —

v [ISM]| e - [CM]]

Si U un ouvert de R" et f : U — R de classe C' et fi : U — R sont de classe Cloul<i<m
et V={M eU tel que f;(M)=0, V1 <i<m} tel que f|y admet un extremum en un point
A€V, alors

P
A(Ni)i<i<m tel que gradf(A) = Zgradfi(A)
i=1

Les coéfficients (\;)1<i<m s’appellent multiplicateurs de Lagrange.

le point A € ¥ est celui ou la fonction ¢t : M — ¢(M) atteint son minimum sur la surface
Y d’équation f(M) = 0, d’aprés le principe des exremas liées de Lagrange, on en déduit
que :

— —
SA CA

= — + —= = Agrad f(4)
ISAl- v [|CA]l - v

—_
3\ € R tel que gradit(A)

Résultat du cours, comme application du théoréme des fonctions implicites : gradf(A)
dirige la normale du plan tangent & ¥ au point A, car ¥ a pour équation f(M) = 0.

- . . =i & 1 . .,
D’apres la question les trois vecteurs CA,SA et gradf(A) forment une famille liée de
I’espace, donc sont dans un méme plan.

.
Soit Z = Al un vecteur directeur unitaire de la droite A, intersection de deux plans (voir

— —

dessin ci-dessous), on a gradf(4) L 7z =0, S’—/i,? = g
=

. , y s — oA = SN e — .
orientés), d’ou f(A)-Z =0, SA-Z = £|SA|sini et CA-7Z = £||CA| sinr. En passant au
— —
CA

—iet SA, 7 = g —r (angles non

!

. . — . SA — . N N
produit scalaire par 2" dans la relation — + — = Agradf(A), puis aprés a la
[SA[- o1 ICA]l - vz
valeur absolue, on obtient la 2éme loi : SI,I”,’ = U—2.
sini vy
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oint source .
P getton des deux plans

point cible

surface de contgét (%)

9) Les angles d’incidence et de réflexion sont égaux car dans le cas de la réflexion, le rayon
est toujours dans le méme milieu, donc v; = vs.

Fin

a la prochaine
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