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a  Fonction exponentielle : La fonction f : (x,y) —
. 2 0%f

expx (cosy +isiny) est de sur le plan R“. Pyl f et
92
# = i?f. Donc Af = 0, i.e. f est harmonique sur R?.

b Fonctions puissances : La fonction g, est de sur R?. Si

azgn 32gn . azgn

n <1, alors 52 3 = 0. Sinon, Froa nn—1)g,_set
0%y

= i?n(n — 1)g,_2. Dans tous les cas, Ag, = 0, i.e. g, est

Jy?

harmonique sur R?.

Fonctions radiales : Si u est de sur |0, +oo[, alors i : (x,y) —

u(1/x2 +y2) est de sur l'ouvert R*>\ {O}. En posant r =

oh X 0%h 1
/52 412 o _r - — 24 (r) —
2x +]§ ,ona ax(x,y) L (r), puis ¥ (x,y) L (1)
XX - strie, O _ Yy
3 T ol (r), enfin par symétrie, 3y (x,y) = p (r) et
0%h 1 2 2 1
57 Y = (1) - Z—3 + Z—zu"(r). Done Ah(x,y) = —u/(r) +

u (r).
Alors h est harmonique sur R?\ {O} <=’ est solution sur

1
R™* de l'équation différentielle z’ + 2z = 0, i.e. si et seule-

o k. .
ment s'il existe k € R tel que v’ : r — ~lesi et seulement
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s’il existe k,c € Rtelsqueu : r — klnr +c.

Si v est de sur R, alors k : (x,y) — v(%) est de sur

louvert R? \ y/Oy. En posant t = %, on a %(x,y) =

Yo, P = 2 i+ Loy, Ky = L
Lo(t), Tx ) = 2500+ Lo, Sty = Loy

et 7y = Lom(s). Done Ak(r,y) = Lt/ (1) + (2 +
2 ) = 3 . Donc ) = 3

1)0"(t).

Alors la fonction k est harmonique sur R? \ {O} <= Vt ¢
R, (#* + 1)0"(t) 4+ 2t'(t) = 0, i.e. si et seulement s'il existe
k € R tel que Vt € R, (1> + 1)/ (t) =k, i.e. si et seulement il
k

existe k € Rtel que Vt € R,/ (t) = PR i.e. si et seulement
s'il existe k, ¢ € R tel que Vt € R, v(t) = karctant + c.

Soit K un fermé borné du plan, i.e. un compact du plan. Il
existe C € R tel que ¥(x,y) € K, |x +iy| < C. Alors Vn €

n n

N,V(x,y) € K, |un(x,y)| < 2n)! S o7
série thn est une série convergente indépendante de (x,y),
la série ) _u, converge normalement, donc converge unifor-
mément sur K.

= «,. Comme la

On en déduit la convergence simple sur le plan. De plus
comme pour tout n € IN, la fonction u;, est continue sur
le plan, la convergence uniforme sur tout compact du plan
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prouve la continuité de la somme ¢ = (Z anz”> n = Qoou,

sur le plan.

O On va montrer que ¢ admet des dérivées partielles jusqu’a
’ordre 2 continues sur le plan.

Existence des dérivées partielles : on fixe y € R et on étudie

la série de fonctions Y 11y, OU 1y : X — n(X,Y).
O Pour tout n € NN, la fonction Uy, est de sur R et

n (x+iy)" 1

Vx € Ruy,(x) = (=1)"n o)) et uy,(x) =

x +iy)" 2
(—1)"n(n — 1)%.

O Les séries Uy 1, u et u!  convergent sim-
Y, yn yn

plement et méme absolument sur R : ’u’yln(x)’ =
x2+ 2\n—1 /x2+ 2\n—1

WY (Zn)y!) <! (n —y1))! et [y, (x)] = n(n -
e e
(2n)! - (m=2)

converge uniformément sur tout seg-

()] <

0 La série Zuyn
ment [—a,a] C R :Vn > 2,Vx € [—a,a],
/a2 2\n—2 /a2 n—2

Vo +y°) etla serlez antyz))'

(n—2)!
dante de x et converge.

est indépen-

On déduit du théoreme de dérivation terme a terme que la
somme de la série ) uy,, i.e. la fonction ¢, : x — @(x,y)

Jest Noh §54

est de sur R et que ¢ (x

(Z anz ) n = Oocouy ,(x) et
+o00

— (2 anz”> n = 0oty , (x).
n=0

0 0
Finalement o9 et ——- existent sur ]R2 %9 =
ox ox?2

X
T ou, 8 82u
(1;:0 anz”> n= OooW t — L (Z a,z ) axzn‘

. s dp  %¢
On obtient de méme l'existence et la valeur de =~ et

ay oy

0%¢ 029

axay < ayox’
Pe ¢ . e g iazqo
a2 92 oxdy  dydx  oxt

Continuité des dérivées partielles secondes : il suffit de la

0%¢

prouver pour =-7. On procéde comme a la question 4.

de maniere presque identique, de

On remarque que

Avec les notations de la question 4 : Vn > 2,V(x,y) €
82 Cn—2 Cn 2
- <
K|Gaey)| = nn =D < gy = Pret Lbn
92

. L o uy .
est une série convergente. La série ) -z converge unifor-
x

. , 0%u,
mément sur K. La convergence uniforme de la série Z Fra
x

sur tout compact du plan et la continuité de son terme général

o 9?
sur le plan assure la continuité de a—f
x
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Finalement ¢ est de sur le plan.
L'égalité Ap = 0 a déja été vérifiée. La fonction ¢ est donc
harmonique sur le plan.

Principe du maximum :

D est un fermé borné du plan donc un compact du plan et f,
est continue. Donc f, admet un maximum sur D, en un point
My = (ap, bp).

Si M, est a l'intérieur de D :ennotant g : R > x — f,(x,bp),
g admet un maximum local enay, ; or gestde ;doncg'(a,) =

1
0 et, au voisinage de a,, g(x) = g(ap) + E(x —ay)%g" (ay) +
02
o((x —ap)?) ; donc g"(ap) < 0. Comme g (x) = szp(x,bp),
- Pfy
on obtient W(ap,bp) <0.
2
On obtient, en intervertissant les variables, szp (ap,by) <0.
4 4 . . f o s

Or Afy = Af + v = — > 0. Donc la situation décrite a la

question précédente est impossible. On en déduit que f, at-
teint son maximum sur D uniquement sur son bord C.

Le cercle C est compact. On peut donc extraire de la suite

(Mp)p o une sous-suite <M4>(p)> convergeant vers M =

(a,b) € C. Comme V(x,y) € D,Vp € N, fu,)(x,y) =
2
,

1
Foy) + 5oy @ 1) < forpMyi) = FMyi) + 25
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on obtient, en faisant tendre p vers +o0 a (x,y) fixé, V(x,y) €
D, f(x,y) < f(M) = f(a,b).

On note f; et f, les deux fonctions harmoniques du plan
égales sur C et f = f; — fo leur différence. f est harmonique
sur le plan et nulle sur C, donc f est négative sur D. Le méme
raisonnement s’applique a —f : —f est négative sur D. Fi-
nalement f est nulle sur D, i.e. f1 et f, sont égales sur D.

Propriété de la moyenne :

La fonction ¢ : (p,0) — f(xo + pcosb,yo + psinb) est con-
tinue sur le domaine R™ x [0,27]. Donc F est continue sur
R*.

Comme f est de sur le plan, la fonction ¢ admet une dérivée

9y of

partielle par rapport a la variable p : 3 (p,0) = cos 95 (x0 +
p cos B,y + psinB) 4 sin 9% (x0 +pcosB,yo+ psinb) et cette

dérivée partielle est continue sur le domaine R x [0,27].
On déduit du théoreme de dérivation sous l'intégrale que F

2r
est de sur R™ et que F'(p) = / cos 9%(3@ + pcosb,yo+
0

psin®) + sinO%(xo +pcos b,y + psinb) db.

%y

—%, B = ﬂ et la forme différentielle
ay ox
a = A dx + B dy, alors pF'(p) est I'intégrale curviligne de
a sur le cercle I' de centre My, de rayon p, parcouru une fois

dans le sens positif.

En notant A =
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O La forme différentielle « est de sur le plan, qui est un ou-
0B 0A

vert étoilé, et elle est fermée : i @ = Af = 0. D’apres
le théoreme de Poincaré, elle est donc exacte et son intégrale
sur le cercle est nulle. Donc pF’(p) = 0. Donc F’ est nulle sur [

10, +-00[ et, par continuité, sur [0, +oo[. On en déduit que F est
constante sur R™ : F = F(0) = 27t (xo, yo)-

O On calcule l'intégrale double par passage en polaires d’orig-
ine My :

r 27
I = /o{o f(xo-i—pcosﬂ,yo—i—psin@)d@}pdp =

/Or F(e)pdp = /Or znf(XO,yo)pdp = nrzf(xO/yO)-

Fonctions harmoniques bornées dans le plan :
O Soit D le disque inclus dans Dy N Dy, de centre le milieu de

A la prochaine

[O, My] et de rayon maximum. Son diametre vaut d + 2(r —
d) = 2r —d. On a aire(Lp) = aire(D,) — aire(D; N D) <
2

aire(D,) — aire(D) = 7r* — 7(r — g)z = 7trd — ﬂdz < mtrd.

On note L; 'ensemble des points de D; qui ne sont pas dans
D,. Alors a1re(L1) = a1re(L2

T (£(0) ~ = [, f dxdy = [[ fdxdy =
/ /L f dxdy — / g f dxdy. On en déduit que
m? £(0) ~ f(Mo)l < [[ 1] dxdy + [[ 1f] dudy <

C.aire(L1) + C.aire(L;) < 2Crmrd. D'out la majoration
|f(O) — f(Mpy)| < 2Cd/r valable pour tout r > 0. Donc
|f(O) — f(Mp)| < 0. Finalement f(My) = f(O), i.e. f est
constante.
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