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Partie I

0% f o0 f
8xi8xj (9.%']6.%'1
H, est symétrique réelle , donc il existe une matrice P orthogonale et D diagonale
telle que A = PD 'P .
1.2.
1.2.1. f étant de classe C? sur U , d’aprés la formule de Taylor-young & 'ordre 2 , si on pose
Posons a = (a1, as,...,a,) et h = (hy,..,hy) ,on a:

1.1. f étant de classe C? sur U , d’aprés Schwarz , par suite la matrice

o2f
fla+ +Zaxz h+f > hibig g (@ +o ([In1?)

1<ij<n

C’est -a-dire que :

fla+h)= 1Qa (h)+o (InI)

U étant un ouvert et f présente un maximum en a € U , donc df (a) =0, Par suite

Flath) (@) = 5Qu(h) +o (I14]?)

1.2.2.1 f présente un maximum local en a , donc il existe r > 0 tel que :

B(a,r) CU etV € B(a,r) , f(z)<f(a)

Pour t € R tel que || < ,onah=a+tu€ B(a,r), donc

Tl
Flattu) — f(a) = 5Qu () +0 () <0 (+)

1.2.2.2 . D’aprés (x) , on a pour tout ¢t € [

L d\m} on 8
LQu(w +o(1) <0

Par passage a la limite lorsque t — 0, Q, (u) <0 .
On a pour tout u # 0, Q, (u) <0 , de plus @ (0) = 0 donc @ (u) < 0 pour tout u € R”

Donc @, est négative .

52
1.2.3 . Notons e¢; = (0, ...,1,0,...0) on a (9f( ) =Qa (&) <
%‘
i i
On en déduit que : Af (a) = 922 (a) <0
“
i=1 v

Bilan : Si U est un ouvert de R et f:U — R est de classe C? et atteint son mazimum en
un point a alors Af (a) <0 .

1.3. Application :

1.3.1 K étant compacte ( car fermé borné en dimension finie ) et f est continue sur K , donc bornée



et atteint ses bornes .

1.3.2 Supposons que f atteint son maximum en un point a intérieur a K .
D’apreés la question 1.2, on a Af (a) < 0 ce qui est absurde .

On en déduit que la maximum de f sur K est atteint en un point de la frontiére de K , donc
sup f(z) = sup f (=)
l=zll<1 llyl=1

1.3.3. Supposons que f est harmonique sur U .

1.3.3.1. 2~ f(z) et z ez =¢ (23 + ... + 22) sont de classes C? sur K et U ,
donc f. € C2(U)NC? (K) .
0% f. o*f :
On a 57 (x) = W(m) +2¢ ,donc Af. = Af +2ne =2ne ( Af =0 car f harmonique ) .
L L

1.3.3.2. f. étant continue sur le compact K , donc bornée et y atteint ses bornes
Soit a € K tel que f: (a) = max f- (z) .
zeK
On a A (f:) = 2ne > 0 donc d’aprés 1.3.2, a ne peut-étre intérieur a K , c’est-a-dire que |ja| =1 .

On a donc ) )
Ve e K, f(z)+elz|” < fe(a) = f(a) +<al

Par passage a la limite lorsque ¢ — 0, on a f (z) < f (a) pour tout = € K . Ainsi sup f () = f (a)
zeK

On a alors
sup f (v) = f(a) < sup f(y) < sup f(y) < f(a) .

zeK llyll=1 llyll<1

donc sup f(y) = sup f(y) .
lyll<1 llyll=1

1.83.3.3. A(—f)=—-A(f) =0, donc d’apres ce qui précede il existe b € K tel que

16l = 1 et sup (—f (x)) = —f (b)
reK

OnaalorsVex € K ,—f (z) < —f(b) donc f (b) < f(x) pour tout x € K .
On en déduit que f (b) = inf f . comme ||b]| =1 donc ||i\r|lf1f (z) = f(b) < f(z) pour tout =z € K .

Bilan : Si f: K — R une fonction harmonique sur U , alors f est bornée sur K et atteint ses bornes
sur la frontiére .

Partie 11

2.1. 171 étant impaire , donc pour x € [—m,0] , 1~b (z) = —;D (—z) = —¢ (—x) .

P € [r,37] , ¢ étant 2r—périodique , donc ¥ (z) =9 | x — 21 | = — (27 —
our x € [m, 37| , ¢ étant 2r—périodique , donc ¢ (z) =9 | z — 27 Y (2T — x)
€[—m,0]

Reste & montrer que 12 est de classe C! .

Etude en 0 .



~ Y (z) si x€]m,0] co /
Y (x) { Co(=x) s wel-m0f donc lim ¢ (z) = lim 1/1 (x) = 4" (0)

z—0~ z—0*t
Donc 1 est dérivable en 0 et zzl (x) = 7:!;,( 0) = hr%w (x)
Etude en 7 .
7 (8 i ze|0,
Y (2) { —1(p$()27r ) s e {w,g]ﬂ

'~ O~

(v) si zel0,n| ot ~
2r—z) si z€]lm, 37r[ , donc lim 4 (z) = hm ¢ () = (m)

T—T .73*)71'
Donc 17 est dérivable en 7 et on a wl( )= hm w

De méme 171() {z

2.2. w étant 2m—périodique impaire , donc b, / Y (x) sin (px) dz = 2b,

Et ap (;D) =0 ( car la fonction est impalre ) .

2.3. 1) étant 2r—périodique , de classe C! sur R donc sa série de fourier converge normalement
D’autre part sup |b, <w> sin (px) ‘b (1,&)‘ = 21bp| , donc Z |by| est convergente .
p>1

zeR
2.4. Pour tout t € Ret t >0, on a |v, (z,¢)| < |by| et Z |b,| étant convergente , donc
p>1

g vp (x,t) est normalement convergente .
p=>1

On a:
pour tout p € N* | v, est continue sur R x R* .

E vp (x,t) est normalement convergente donc uniformément

p>1
“+oo
Par suite f(z,t) = va (z,t) est continue .
p=1

2.5. v, est évidement de classe C*° sur R? comme produit de fonctions de classe C*® sur R?
0%vy, ovy,
z,t) — = (x,t) =0.
52 (Lt) = 5, (2,1)

Pour tout t e Rett>a,ona:

k k — 2 k — 2 1
]p vp(:c,w\ <loplpte™ = ollbyl) carpfe = o (pz>
kavp k+1 _ 2a
Et [p" =L (z,0)| < |by|pFTle e = o(|by|)
T p—+00
Et puisque ) |b,| est convergente , donc Zp vp (z,1) et Zp (z,t) sont normalement
p>1 p>1
convergentes .

“+o00
2.7. 1l s’agit de montrer que = — va (x,t) est dérivable sur R , ¢ étant positif .

p=1
Posons Uy, (z) = v (z,1)

0
On a p € N* et U, est de classe C! sur R de plus ‘UII,(Z‘)‘ :p‘vp x t)‘

On a E p ($ t) est normalement convergente donc uniformément convergente
p>1



+o0o
D’apres le théoréeme de dérivation des séries de fonctions , la fonction x — va (x,t) est
p=1

of =X
de cl I sa dérivée est —— (z, ¢ —L (z,t
e classe C' sa dérivée es o (z,t) = 8 (x,t) .

(%
e On a pour tout p € N* | (z,t) — B L (z,t) est continue sur R x R*

v
e Bt d’aprés 2.6 , la série Za—p (x,t) étant normalement convergente sur Rx [a, +oo] ,
x
p>1
pour tout @ > 0, donc uniformément convergente Rx [a,+o0] .

0
Donc (z,t) — a—f (x,t) est continue sur R x R
x
2.8. Méme chose of (x,t) (z,t)
.8. m L= () =)y — (x
ot — ot

p_
0%f 0? 0? 0?
2.9. Il s’agit de montrer que / / / et / existent et sont continues .

0x? '0x0t ' Otdr  Ot? )
Les raisonnements étant analogue , on va établir I'existence et la continuité de 922
x
0%v 0% 2 0%
On a Pz, t) = —pPu, (x,t) P (x,t) = —p?b, cos (px) e Pt P (. t) = pto, (x,t
Donc pour tout z e Rett>a>0,0na:

0% 0*v —p2a
S 0| =Pl el 5 [ 0] <l

0?v
ok @0 =5 oy (.0

szvp (x,t) et Zp4vp (z,t) étant normalement convergente, donc uniformément convergent ,
p=>1 p>1

2 f 82 f 82 f
822 " 0zdt  Otdx

sur Rx [a, 400 , pour tout a > 0, d’ou l'existence de —5

2
De méme on a 3 gi (z,t)| < p?|by| eP’n = (|bp]) et Z |bp| est convergente , donc la convergence
x
p>1
2
est normale par suite uniforme . d’ou I'existence de 52
RZ X9, of <X o,
On a 922 (z,t) = 52 (z,t) , ¥ (z,t) = Bt (z,1t)
p=1 p=1
o2 Too 92
Donc (Té (z,t) — aa{ (z,t) = Z:: @;p (z,t) — 387;? (z, )) = 0 Pour tout (z,£) € R x R*. .
9 0? of
2.10. Soit R > 0, on a bien que f est de classe C* sur Qp et 8 a5 (@,1) — e (x,t) =0 sur Qg .
+oo
t):zvp(o,t 0 et f(m,t) va 1)
=10 -0
+o0
f(z,0)= va (z,0) Zb sin (px) Zb ( )sm (px)
p=1

D’autre part QZ étant de classe C! 27 —péridique continue donc la série de fourier est normalement

convegente et sa somme est égale a ¥ sur R
En particulier :

Ve € [0,7],¢ (x) Zb < )sm (px) = f(x,0)



Partie 111

g(t)—g(b)
t—b
3.1.2. Supposons que g présente un maximum local en xg , alors il existe n > 0 tel que :

3.1.1 Pour tout ¢ € ]Ja,b[ ,on a > 0 par passage a la limite lorsque ¢ — b ,on a ¢’ (b) >0 .

Vo € |vg —n,x0+1n[ , f(x) < f(z0)

f (w0 +h) = f(20) ><f(UUo—h)—f(on)
h —h

<0 >0
(" (z0))* < 0 donc f (x9) =0 .

Pour h € ]0,n[ , on a <0 , par passage & la limite on a :

’ o /
Supposons que g” (xg) > 0, 0on ag' (zg) =0donc lim 9 (z) =g (20) — lim 2 (z) =g" () >0
z—0 T — I T—T0 T — T
Par suite il existe n > 0 tel que :
/
x
Vo € Jxg —n,z0 + 0]\ {zo}, on ait g @) > 0.
T — X0
Donc ¢’ (z) < 0 pour |xg — 1, o[ et ¢’ (z) > 0 pour |xg,zo + 1| .
D’oit le tableau de variation :
To — 1 Zo Zo + 1
g - +
g N\ g (o) /

Donc g présente un minimum en zg ce qui est absurde .

Remarque : Si f est de classe C? , I'utilisation de la formule de Taylor-young simplifiera les choses :

2 2
En effet f (zo +h) — f(x0) = f' (x0) h + %f" (z0) + 0 (h?) = %f” (zo) + o (R?)

f (xo + };L)z_ f (o) <0

f présente en zg un maximum , donc au voisinage de 0 , on a

1
C’est-a-dire §f” (xog) + 0 (1) <0 au voisinage de 0 , puis par passage a la limite en 0

ona f"(x9) <0.

3.2
F étant continue sur le compact €2, , donc bornée et atteint ses bornes , il existe alors (xg, tg) € €2y
tel que F (xo,t9) = sup F(x,t).
(z,t)€Q,
3.2.1.
Supposons que (xg,tg) € Q, . F présente un extremum local en (g, tg) donc il existe p > 0 tel que

V(z,t) € lzo — p,zo + p[ X Jto — pito+p[ , F(20,t0) < F (2,1)
La fonction h : Jtg — p,to + p[ — R,z — F (x0,t) présente alors un maximum en tg

OF
Donc d’apres la question 3.1 , on a A/ (tg) = 0 c’est-a-dire En (o,t0) =0

De méme g : |xg — p,z0 + p[ = R,z — F (x,t9) est deux fois dérivable et présente alors
un maximum en xg .



2

OF 0°F
Donc ¢’ (zg) =0 et " (zg) <0 c’est-a-dire que B (o, t0) =0 et e (xo,t0) <O .
x x

3.2.2. Supposons que (tp, o) € A, , dans ce cason a tg =71, on a
V(CL’,t) € QT’aF(:Eﬂt) < F($07t0) = F(LU(),’I“)
En particulier Vo € 10, 7[, F (z,7) < F (x0,7) .

La fonction |0, 7] — R ,u : x — F (z,7) est deux fois dérivable et présente un maximum en zg ,

oF 0’F
% (:C(),to) = (l‘o) =0et @ (l‘o,to) =" (SUQ) <0

De méme la fonction ]0,7] — R ,h: ¢t — F (x0,t) est dérivable et présente un maximum en tg , donc

oF
d’apres I11.3.1 , on a n (zo,t0) = h' (tg) >0 .

donc

’F F
0 (xo0,%0) — a@t (z0,t0) < 0 ce qui est absurde

3.2.3 . Si (x0,tp) € A, alors , d’apres 3.2.2.
Donc (z,t0) € Q\A, =T, .

3.3.

3.3.1. La suite (zp)p>1 est bornée , d’aprés Bolzano-Weirstrass , il existe une suite extraite (za(p))p

qui converge . Notons z sa limite . 2, = (zp,y,) € [, .
On a 2z, €', CT'g qui est fermé donc 2 € ['g.

Remarquons d’abord que si r < ' alors , C Q. . (Tp)p21étant croissante , donc ﬁrp - ﬁrp 1
Par suite sup F(z,t) < sup F(z,t) c’est-a-dire que F (zp,tp) < F (Tpt1,tpt1) -
(1) €, (z,1)€,

o : N — N étant strictement croissante donc F (zg(p+1)) <F (zg(p)) pour tout p e N .
F' étant continue , donc par passage a la limite on a F' (zg(p)) — F(2) .

Ainsi (F (za(p)))p est croissante de limite F'(z) , donc F' (zo.(p)) < F (2) =sup F (zy())
peN
On rappelle que si (Uy), est croissante et converge alors sa limite L est égale a sup U,
neN
3.3.2. Soit (z,t) € [0,7] x [0,R[,on a 0 <t < R et 54, — R, donc il existe pg tel que :

n

Vp 2 po, 0 <t <7y

Ainsi (z,t) € ﬁ”a(p) pour tout p > po

Pour p > pg , on a F (za(p)) = sup F(z,t) donc
(x,t)eﬁra(p)

V(z,t) € Qs F(2,1) < F (To(p), to(p) < F(2) = F (2%,17)

On a (z,t) € [0,7] x [0, R[] , F (z,t) < F (z*,t*) par continuité de F' , on a

pour tout (z,t) € [0,7] x [0, R] = Qr , F(z,t) < F(z*,t%)
3.4.

3.4.1 F étant continue sur 1z comme de fonctions continues et de méme f € (CQ, Q R) .
On a pour tout (z,t) € Qp ,

9°F, OF, O°F OF
2 (z,t) — I (z,t) = 2 (z,t) — 9t (z,t) +

2 2
->->0
p p



3.4.2. D’apres la question 3.3. , il existe (z,,%,) € I'r tel que :

F(zp,tp) = sup F,(z,t)
(mvt)eﬁR

3.4.3 , on a pour tout (z,t) € Qg ,

72
(%) : F(z,t) < Fp (1) :F(:c,t)—i—? < F (zp,tp) +

R2
<F (xpatp) + ?

< S

La suite ((xp, tp))p21 est une suite d’éléments du compact I'r , d’aprés Bolzano-Weirstraas
il existe une suite ((l‘g(p), tg(p)))p21 qui converge vers un élément (z*,t*) € I'p .
On a , a l'aide de (*) , pour tout p € N |
R? R2
F,t) < (w0 tow) + gy < F (w0 tow) + =

Par passage a la limite lorsque p — +00 , on a :

V(z,t) € Qr, F(x,t) < F(z*t%)

O*F OF
3.5. Supposons que F est nulle sur I'r et que e (z,t) — e (z,t)=0.
x
0*F OF . : ) a .
On a D2 (z,t) — B (z,t) > 0 donc d’apres la question précedente , il existe (z*,t*) € T'p
x
tel que :

V(z,t) € Qr, F(z,t) < F(2*,t*) =0 (car F est nulle sur I'p )
Donc FF<0.

la fonction —F' satisfait les mémes conditions , donc —F < 0 c’est-a-dire que F' > 0 .
On en déduit que FF =0 .

3.6. C’est des vérifications immeédiate & faire .



