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Salon de I'auto : Comment reconnaitre les nationalités des visiteurs du Mondial de I’Au- L‘
tomobile ? C(
- I’Allemand examine le moteur
- L’Anglais examine le cuir

- Le Grec examine 1’échappement

- L’Italien examine le Klaxon

~{ Jacques Salomon Hadamard (1865-1963)

Mathématicien francais, connu pour ses travaux en théorie des nombres et en cryptologie. Il entra premier a
I’école normale supérieure. C’est Emile Picard qui dirigea ses travaux de recherches.

1
Son nom est lié a la suite de matrices (H,x) définie de la fagon suivante : Hy = (1), H; = G _1) et

Hox— Hok—1 e s L 1
Hyx = (sz ! ]_zlk . Elles sont utilisées dans les codes correcteurs, ou encore pour réaliser les plans
2k—1 — k-1

d’analyse sensorielle et les plans d’expériences factoriels.

{mo[’ np uepmem@qw}\[}

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I’appréciation des
copies. En particulier, les résultat non justifiés ne seront pas pris en compte. Les candidats
sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Partie I

On se place dans le plan affine euclidien P muni d’un repére orthonormé (0;7,7). On
note 7 - ¥ le produit scalaire usuel entre deux vecteurs @ et 7.
Soit (C) la conique d’équation cartésienne

y? — V3zy — 2v3z + (4 — 3V3)y + 6 — 6v/3 = 0.

1. On considere le point O’ de coordonnées (—3, —2). Donner une équation cartésienne
de (C) dans le repere (0';7, 7).

0 V3
2. Soit A la matrice A = 2 .
_ @ 1
(a) Calculer les valeurs propres de A. Trouver deux vecteurs propres & et 7 tels que
(@, U) soit une base orthonormée directe de R2.
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3.
4.
5.

(b) Quelle isométrie du plan transforme le repére (O;7,]) en le repere (O'; 4, 7) ?

(c) Donner une équation cartésienne (C') dans le repere (O'; i, ¥).

(d) Quelle est la nature de la conique (C) 7
Déterminer les sommets de (C) dans le repere (O’; @, ¥) puis dans le repere (0;7, 7).
% J)-

Déterminer les asymptotes de (C) dans le repere (O;
Dessiner la conique (C). On prendra v/3 ~ 1,732.

Partie II

On considére dans le plan P la courbe d’équation polaire

p(0) = /sin(26).

1. Déterminer I’ensemble des réels 6 pour lesquels p(6) est bien défini.

6.

Vérifier qu’il suffit d’étudier la fonction p pour 6 € [0,7/4]. Par quelle(s) transfor-
mation(s) du plan obtient-on ’ensemble de la courbe & partir de cette étude ?

Etudier les variations de p.

Déterminer ’intersection de cette courbe avec 1’axe des abscisses. On admettra que
la courbe admet une tangente horizontale en ce(s) point(s).

Calculer I’équation de la tangente & la courbe au point de parameétre § €]0, /4] dans
le repere (O;7,7).

Dessiner la courbe.

Partie I1I

Soit © un point du plan et soit R un réel strictement positif.

1.

A

Etant donné un point M du plan, combien existe-il de points M’ vérifiant :
— Les point M, M’ et Q sont alignés,

—_— s —
- QM - QM' = R??

. On considére I’application ¢, de P\ {Q} dans lui méme, qui, a tout point M distinct

de Q associe le point M’ tel que
— Les point M, M’ et Q sont alignés,
_— —
- QM -QM' = R?.
Montrer que 'application ¢ est une bijection, et déterminer sa bijection réciproque.
Quelle est 'image par ¢ du cercle de centre 2 et de rayon R ?
Quelle est I'image par ¢ d’un cercle de centre et de rayon r # R ?
Quelle est 'image par ¢ d’une droite passant par 2 7
Soit M un point du plan d’affixe complexe z. On note zq affixe de Q et 2’ I'affixe
de M’, image de M par ¢.
. SN
(a) Déterminer, en fonction de R, Q et M, le réel A tel que : QM' = A\QM
(b) Vérifier que
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7. On suppose dans cette question que z =1et R = 1.
(a) Déterminer le module et argument du point M (6) d’affixe

z= % (1 +ei9)
avec § € R.

(b) Déterminer ’ensemble A des réels 6 pour lesquels M (6) # €.
(c) Pour 6 € A, déterminer I'image par ¢ du point M () (on précisera le module
et 'argument de son affixe).
(d) Déterminer I'image par ¢ du cercle de diameétre [O, 2], privé de Q.
(e) Déterminer I'image par ¢ de ’axe des ordonnées.
8. Soit (E) P'ellipse d’équation
322 + 4% = 12.
(a) Déterminer 'excentricité et les foyers de cette ellipse.
(b) On note F le foyer d’abscisse positive. Vérifier qu’une représentation polaire de
(E) dans le repere (F';7,7) est
3

) = ——-
p(6) 2+ cos @

(c) Dans cette question uniquement, on suppose que les points F' et €2 sont confon-
dus, et que R = 1. Déterminer une équation polaire dans le repere (F';7,7) de
I'image de (E) par ¢.

9. Dans cette question uniquement, on suppose que les points O et £ sont confondus,
et que R = /2. (H) étant ’hyperbole d’équation zy = 1, déterminer I'image de (H)
par ¢ (on pourra commencer par déterminer une représentation polaire de (H)).
Comment obtient-on cette courbe & partir de la courbe étudiée dans la partie II 7

Partie IV

On se place maintenant dans espace affine euclidien de dimension 3 muni d’un repere
orthonormé (0O;7, 7, k). Soit ellipse (£) d’équation

2
T +y?=1
z=0.

Soit (C) un cone de sommet S s’appuyant sur (£). Nous cherchons une condition sur
S pour que (C) soit de révolution.

Pour des raisons de symétrie, si le cone (C) est de révolution, le sommet S appartient
au plan (O;7, k). On supposera donc dans toute cette partie que S a pour coordonnées
(20,0, z0) avec zg # 0.

1. Soit M le point de coordonnées (Zar,yar,2m). Donner une équation paramétrique
de la droite passant par S et M.
2. En déduire qu’'une équation cartésienne de (C) dans le repere (S;7, 7, 1-5) est
(£0Z — 2 X)?

1 +28Y2-27%=0.
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3. On considére la matrice

2

] 0 —22
4 5 1
2
—Zozo Zo
4 0 ZF-1

(a) Calculer le polynéme caractéristique de A.
(b) Montrer que la matrice A est diagonalisable.
(c) Montrer que le polynome

2., ,2 2
2 [(mtEm -4, &
P() = X (~——-——4 ))\ :

ne peut pas admettre de racine double.

(d) En déduire que la matrice A admet une valeur propre double si et seulement si
23 est racine du polynoéme P.

4. Déterminer I’ensemble des sommets S pour lesquels le cone (C) est de révolution.

( Ala prochaine >
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