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EPREUVE DE MATHEMATIQUES Il (ALGEBRE)
Exemple d'algébre de dimension 2
Solution par Mohammed El Fatemi

Oa=d
: @ bJ . ~ L [P=- s
I-1 Soit M= 0 un élement de M(IR). On a M =M si, et seulement , si c'est-a-dire
% d c=-¢
Hd=a
0a=d . ~ . .
Eb —c=0 donc les matrices de \M[R) telles queM = M sont lesal, ot a décritR .
I-2 Par des calculs simples on trouve +M =NF(M)I, , MM =M M = det M) 1, .
I-3 Pour MO M, (R) , on a d'aprés-2 MM = det (M) b et MM = M( tr(M) I,-M) d'ou
det (M) b = tr (M) - M* , puis : M- tr(M)M + det (M) L =0 .
@ bMO [@ad d b0 O

I—4-1Ona:(pM(sl)=Msl=E: d%)%:%%:aslﬂszet (pM(82)=M82=% d%%:%i%: beq + k>

bO_
a5

I-4-2 D'apred-4-1, M et @ ont méme polyndme caracteéristique ; il en est donc de mémeppoerr M.

dou Mat @y, (e1,€2)) = é:a M.

Or on vérifie que M et ont le méme polyndme caractéristique’(¥+d)X+(ad-bc) .
En conclusiongy, et @y ont méme polyndme caractéristique .

I-5 On a successivement : MN = NM si et seulemeiftréM)I 5 -M IN=NEM]) » —M) (d'apréd-2)
ouencore (r M N MN= r M N- NM c'est & direMIN =NM .

[-6-1 Considérons l'applicationp; : M (R) > M2(R) , N > MN-NM.
Il est clair qued ), OL (M, (R)) et que C(M) = Ker ¢),) . Il en résulte que C(M) est un sdls- espace

vectoriel de M (R) ; de plus § et M appartiennent & (C Mt ( |, , M) est libre car on aurait MM . On en
déduit que dim (C(Mgz2 .
Montrons que dim (C(Mx 2 . Comme Kefd ) = € Met dimKer Gy ))+ra@ym )=4, il suffit d'établir que
rg(opm)=22.
On désigne par B la base canonique @) . B= (K1, B>, B, E») écrivons la matrice dé, dans B .
Ona ¢y (Ew) =MEy;-Eii M= (aBi+ bE, + CEy+ dEx ) Epy - By (@B + BB, + CBy + dB)

= @aECEn) - (@R1 + bE2)

=,cEDbE, (En utilisant  E..= 9y Ee) .
Par des calculs analogues , il vient :
oM (BErz) =-CRi+(a-d) B +CBy , Oy (BEo1) = bB1-(a-d) B1 -bEy , ¢y (BEx2) = bE> - CBy

oo -c b 0o
Ob a-d 0 bl _ . . . .
dou: Mat @¢y,B)=0U U.sirg (¢ )) < 2 ,0n aurait la nullité des trois déterminants

Oc 0 —-(a-d -d
EO c -b 0n
a_

b o _f-d 0
d'lon®l o -@-d

doncrg @) =2. On conclut alors que dim (C(M)) =2 puis queNl) est une base de C(M) .

c R
extraits : 0 d'ou:b=c=0eta=d, c'estadireeM Ne qui est absurde ,

I-6-2 C(M) est déja un sous espace vectoriel d€fM , donc pour montrer que c'est une sous algebre de



M, (R) , il suffit de vérifier L 0 Q@ M et que C(M) est stable par produitMEMI, montre le premier point .
Par ailleurs si N, N O € M:(N(N)M =Ny (NM)=NMN J=NMN ,=MN N =M NN )

donc NN, 0 G M. En outre , comme C(M) = vect (M) et que [(a, b, a, b) OR?

(@l +bM)(@l,+bM)=(al,+bM)(al,+ bM), la sous algébre C(M) est commutative .

I-7 Supposons que M et N commutent . Digtions deux cas : M "Mt M= M.
Si M# M alors d'aprés6-1 : C(M) = vect(b, M) d'otl NO vect(h , M) et (b, M, N) est liée .

Si M=M, alors d'aprésl (I,,M) est liée . Par suite)(] M, N) est liée .

Supposons quey(| M, N) soit liée . lIs existent donc a ,b et ¢ des réels non tous nuls tels que
al,+bM+cN=0. Forcement 0 ou cz 0, supposons par exemplezl®; alors MO vect(b , N) , d'ou M
et N commutent .

I-8 D'apred-2: (M—=Al,)M —N 5,)=det (M-Al,) I, . OrA est une valeur propre de M donc

det (M-Al,) = 0 et , puisque M A j:l\A/I—)\IZ, on en déduit que (I\/}rlz)(l\7|—)\lz) = 0 ou encore :
M( M = Al 2) =A (I\7I —Al,) . Cela traduit que les colonnes - Al > sont dans l'espace propre relatif a la
valeur propreA de @y, . Si ces deux colonnes étaient nulles , on auvet Al > , donc M=Al, ce qui contredit
I'hypothése Mg ™

I-9-1 Supposons que C(M) soit un corps . Commet M, Nn'est pas une matrice homothétique d'oc- M, |
est inversible dans C(M) pour toidtdR , donc M et par suitep,, n‘a pas de valeur propre réelle .
On suppose maintenant qgg; n'a pas de valeurs propres réelles . Sait G(M) {O} ;alorsN=aM + b

avec (a ,b)% (0, 0). Si a =0 alors N=plest inversible elN . % I, est bien dans C(M) . Siza0 alors

b . . :
N=a (M +—1,) et M n'admettant aucune valeur propre réelle , N’b’d-@lz)i 0 et donc N est inversible dans
a a

M, (R) . Comme M et N commutent , M et'Mommutent puis N C(M) .

I-9-2 Le polyndbme caractéristique dey, est X? —tr(M)X +detM )et donc d'aprés-9-1 la condition

nécessaire et suffisante recherchée e{i;t(rs/l)]2 -4detM )< 0.

[-10-1 C(M) étant un corps , d'apre8-1a ne peut étre réel . Il en résulte quen(}lest une base dR-espace
vectoriel C . Une applicatioR -linéaire deC vers C(M) est alors déterminée par la donnée de lI'image de la
base (1¢) .

Donc il existe une unique applicationR; linéaire deC vers C(M) telle que f(1) =l et f(a )= M.

[-10-2 ( I, , M) est une base de C(M) donc l'applicatinlinéaire F est un isomorphisme d&espaces
vectoriels ( transforme une base en une base ) . En particulier f est bijectiviegtz; O C ,

f(zy +z5)=f(zq) + f(z5) . Il reste donc & montrer quélz,,z, OC, f(z1.25) = f(zq) f(z,).
Soient 3 = g+a het z = & +a by deC avec (ay, by, a, by) OR*.

Ona:

f(z1) f(z2) = (Al + byM) (agl+boM) | 212, = sy +a( a b+ 3 B+ a’bby
donc:f(z2)= qa b, +(gy b+ & b) M- blb2¢a2).0ra2—tr(M)a+det(M):0

d'ott f(@?) =det(M)l, —tr (MM =M?2 et par suite f(z 2 =f(z1) f(z,).

II-1-1 Unicité :  Si A,B, C, D existent alors :(¢5,€1) = AL(¢1,€2)=B; L(gp,g9)=C
et (Ez,sz) = D

Existence : Pour qz@i% et v, :gig ona: (v, w)= X1+ YELXE 1+ VE ).



L étant bilinéaireona: (Lyy )= Xx(€9+ Xy 1€+ X%l £ )+ Yyle g pdou l'existence

II-1-2 D'apréslaremarque: A &; B=Me, ; C=Neg;; D=Ne, dou
Ly )= xx Bt xy Mot %y Nt yyd,;
=(xM)(xg1+ty £+ (Y N)(X £ 1ty § )
= (XM +y N)v 5.

II-2-1  Supposons que L est symétrique alors en particuliée;,kE5) = (€5)e)C'est-a-dire B=C .
Réciproquement si B=C il est clair quév.;,vo 0 My (R), L(vq,vo) =LV 5,V ).

1I-2-2 Supposons que L admet un élément neytedors :
Ow OM2; (R): L(vgw) =d(Vow =w Ow OM;y; (R) On en déduit qué(ve) = I, et que 30 vect (M,N).
Réciproquement sj Ovect (M,N) , il existe (x,yo)JR? tel que b = xgM +y N .

XoO .
Posons y = E/OD; alors Ow OM,; (R) , L(vg,W) =¢(vg)w =1 =w, d'ou L étant commutative gvest
o
bien un élément neutre de L .

11-2-3 On a successivement L est associative si et seulement si :
O(v,w,T) DMz (R)®, L((v,w),T) =L(v,L v ,T)) ou encore :

O(v,w, T) OMa1 (R)%, ¢(L(v,w))T = (v)L (W ,T)ou encore :
O(v,w, T) OM21 (R)®, &(L(v,W))T = ¢ (v)d(w)T , c'est a dire :
Ov,w O Mzq (R) 0 ¢(L(v,w)) =¢(V)dp(w) .

II-2-4 L est associative si et seulement 8(vy,V5,v3) OM21(R)’, L(L(V4,V2) V) =L 1L ¢ 2V 3 .
Mais L étant supposée commutative on g : (L. W),v3)%¥ ( & Vv( kL vo)yet
L(viL(v2Va) =L 1L ¢ 3 ») . doll la propriété .

11-2-5 En utilisantll-2-4 il vient successivement , L est associative si et seulement si:
D(vl,vz,v3) OM, 1 (R)?, L(vag,L(vq,vo))=L{ 4L § 3v 2)), ou encore :

O(v1,v2,v3) OM1(R), &(v3)d(v)V 2 = 0 (v )d(V 9V 2, Ou encore :

O(v1,v2,v3) OM21(R), & (v3)d(v1) =d(v)d(V 5) , ou encore :

O(x1,y1,X3y 3 OR? (xgM +y gN)(x M +y N) = (x M +y N)x M +y Bl) ou encore :

D(xl,yl,x3,y3) OR*, (Xgy1—Xx1Y 3)(MN -NM) =0 c'est & dire si et seulement si M et N commutent .

1I-3-1 Remarquons qué estR linéaire de M; (R) vers M (R) . Si @ED Kerp alorsxM +yN =0 .
O

Or (M, N) est libre d'ot x=y = 0. Aingp est injective .

1I-3-2 M et N commutent donc d'apreg (I, , M, N) est liée , donc ils existent a ,b ,c réel non tous nuls
tels que al+ bM + cN = 0. Mais (M,N) est libre doncza0 et par suite 4 O vect ( M,N) =Im(¢) .

11-3-3 ¢ étant injective on a dinn(¢p)) =2 . Or b O Im(¢p) donc il existeMg Ol ,,(d) tel qué , M () soit

une base delm(¢), ce qui répond a la question . (vech,(| g ( CoMar Mg ¢|\7I0et Mo, est non
homothétique) .

1I-3-4 D'abord (M (R) ,+, . ) est unR espace vectoriel . De plus, L est commutative et associative d'aprés
1I-2-5 . L admet un élément neutre d'aphe3-2 etll-2-2 . L est distributive par rapport a I'addition en effet :

O(ve,V2,vg) OM2a(R)®, L(Vq,V2,V3) =0 (V1+V )V 3= (@ (V )+ (v IV 3



=0(vy)va+d(vo)vg=L(v v g +L{v 2V 3.
Donc (M (R) ,+, L) est un anneau commutatif . Par ailleur§x O R, O(v,w) 0 My, (R)?,
L(Av,w) =LV, Aw)=AL{ w)=Ad{ W . Ainsi (M (R) ,+, -, L) est une algébre associative commutative
et unitaired estR linéaire injective de M (R) vers My (R) ; de plus O(v,w) O M, (R)* ,
d(L(v,w)) =d(v)p(w), et I'élément neutrev pour L vérifie d(vg) =1, (voir 1I-2-2) d'ou ¢ est un
homomorphisme injectif d'algebres .

-by -bx+
IlI-1-1 Pour tout vz@% ona: qvVy= Dq%fi):(—cz —c>)<(+ Z}ﬁz (cz—bd)x2+(b2— ag f+( ad- bc xy

Le résultat en découle .
IlI-1-2 D'apredll-1-1 : q(v) = (c2 - bd G +( b - ar f+( aet Bec xy

IlI-1-3 OnaTr(y(v)) =0 car TA{ B = T Q = 0 et I'application trace est une forme linéaire syi(R) . Donc
d'apred-3 : W(v)2 = —det® v )), =q W ) ,.

ll-1-4 On rappelle queag by ¢ 6t @,,b,,c,)deR® sont linéairement dépendants si et seulement si les

o a a | & by by . -
trois déterminants | , t sont nuls . Il en résulte que q est nulle si et seulement
1 by e e C1 C
lc b b < -
si q = . = q =0 c'estadire (b,c ,d) et (a,b,c) sontliés .
L . i ren b
I1I-1-5 Supposons que P et Q sont liées donc par exeRmplpQ avecp O R ; il en résulte qu«-:%JI =-U0
O E:D
. a0 Ob[] ;1N
et Q= -HOO c'est-a-direg:gz —ug)g donc (b, c, d) et (a ,b ,c) sont liés et g est nulle . Réciproquement si q

estnulle (b,c,d)et(a,b,c)sontliés d'ou par exemple : (a ,bA¢h, s, d) avech OR il vient alors que
Q=-AP dou PetQ sontliées .

-2 Soit (v4, v5)dans M y(R)?; on a successivement :

PODW(V2) + BV IW(V ) = [(v1+v )] [0 (] - [w(v)]
qv Vot (vt (v ol
= (1t v —a V(- vy 1Y

B@1, Vo)l 2 -
0 -2 Oad- - O
I1I-3-1 Ona: P@ O, 0 b +ac% et QP= Dac; be & a% . Remarquonsque: GP PQ
[©°-bd ad- bcg Fc” + bd 0 7

det(V,PQV)=q(V
I1I-3-2 Par des calculs de déterminant on vérifie q%le'(vl QV)=alv)

[ef(V,QPV) = —q (V)
xO . .
I1I-3-3 On a pour = %D(et avec les notations de la relationlidid-1 ) .
O

Y(v) =xP+yQ= © -b0  Bb el fex-by ay- bxj donc les colonnes dé(v) sont respectivement
TR o e b Bx-cy by- of ¥ P

PV et QV . Il en résulte que(q)¥ —det( PV QW det@QV PV).

Infty08



111-3-4 1l suffit de montrer quePQ2 = Q2 P.Mais T{ Q=0 d'ou (5 =—-det(Q}) etP eQ2 commutent .

I1I-3-5 On a successivementy(Y(v)w = det (v)w ,PQP (v)w) (111-3-2)
det@ (v w P v/ QPw)(I1l-3-4)
det(lp W) w ,QPW))

=Wer( ()vdegPw )
(=a(v)(-a(w)) (1-3-2)
atv)a(w) .

IV-1-1 La bilinéarité d® donne la bilinéarité d® .

IV-1-2 D'apredl-1-1 :
A=0(g1,€1)=W(vo)B(e,e)=W(V g)Pe 1 , B=0(eq,€2) =W (Vp)O(e 1,€ 2) = W(Vg)Per
C=0(g2,81) =W(vp)b(e2,e)=W(vgQe 1 , D=0(g2,€1) =W(Vp)O(€ 2,€ 2) =W (V) & 2

IV-1-3 M =[A ,B]=[W(vo)Pe1, W(Vo)Pe o] =W (V)P de méme Ney( ) Q

IV-1-4 Ona¢(v) = xM +yN =x(vo)P + yW(vo) Q = W(Vo)(xP+ yQ = w( v p( V.
IV-1-5 Ona R, = ®; dou B=C e® estcommutative 1l{2-1) .
IV-2 D'apres Il-2-50 étant commutative il suffit de montrer que MN= NM . On a déja vul&n4 ) que

P eth(resp. ertQ) commutent , donc s'il on posg x@‘)% D RpPryQ Q= QxR yRP
od
clest-a-dire B( y) & @( @) Ppuis Y(vg)PP(vp) Q= W( Vg QU( Vg Pc'est-a-dire MN=NM.

IV-3 © étant commutative , en montrant que vect (M,N) , il en résultera d'aprés2-2 que © admet un

XqO .
élément neutre et que cet élémentgﬁg Sil, =xgM+yoN. Ona ( ¢ )f =q (o) etq w) #0.

Vo
q(vo)

d'ou 1, —LIJ(VO)LIJD—E Notons D(OB; alors b =w( vg)( xg P+ ygl) = xg M+ ygN.
o(vo O E’OD

Ainsi I'élément neutre est— .
q(vo)

IV-4 Onag¢ ety sontR linéaire de M; (R) vers M (R) puis: D(vl,vz) 0 M, (R)
P(O(v1,V2)) =0 (v)d(v o) car © est associative . En effeflvs O M, (R) ,

O (O(V1,V2))V3 = O(O(V4,V o),V 3) = O(vq, O(vz Va))=0(vd(v Vv 3 doulerésultat .
Eﬂ(VoD a(v 0) (bvo)® Qvo)

Donc¢ est bien un homomorphisme d'algébres .
IV-5 D'apredll-3-5 q(©(vq,Vs)) = q(vo) g(vy) q vo) donc si v est inversible alors on a

Enfinon a: ¢B(—D y(v )lJJ

-1 E vo O
a@(v,v™) = q(ve)a (Ma(v ™) =q m(vo)g a(vo)

, d'oug(v) #0 . Réciproguement gj(v) #0,

W(v)est inversible ; posons alorsv. =[y(v)]” [ljJ( )] - 2/\/0 3
0
Ona O(v,v ) qJ(vo)lJJ(v)[lJJ(v)] [ljJ( 0)] q(v ) _q(VTOO)' D'ou © étant commutative v est inversible

etv =v =[pw)] uwwe)] ™ (V)



