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PROBLEMES CORRIGES MP

Corrigé Devoir Survéillé

23.1. La série Z(an) est grossiérement divergente (terme général
qui n’est pas de limite nulle).

2.3.2. Si,z :,—2 alors a;, = (—1/2)" est le terme général d’une série

, géométrique convergente.
1.1. D’apres la formule du bindme, Z (Z) =(1+1)"=2" e +1

® Corrigé Probleme I : Pr. Devulder

=0 2.3.3. (a;) est une suite géométrique de raion r = > =
12. OnadoncVn €N, a; =1. cos(6/2)e'/? Comme 6 €]0, [, |r| €]0,1] et ) converge
&
1.3.  Les séries Z(an) et Z(aZ) sont grossierement divergentes. X 2 ie ’9/ 2 cos(@ /2)
et Z ap = = 5= = =14+i——
1 = —r l1—¢ sin(6/2) sin(6/2)
2.1. Laformule du bindme indique que Vn € N, a;, = “ —(z+1)" "
2.2.1. On sait calculer les sommes géométriques. La raison z étant
n 1— Zn—|—1
iffé k22 > ~1)...(n—k+1 k
différente de 1, ) z T Pour |z| < 1 ce terme ad 111 onal™) = nm—1)...(n—k+1) oo
o 1
met une limite. ) () converge et A(z Z‘ 1.1.2.  Par croissance comparées, on a donc grﬂ o (Z) =0
— n [e]
222 Ona ﬂ‘ < L|Z| < 1 et Z(’ZZ) est donc aussi une 1.2. gqétantfixé, S;(n,a) est alors une suite finie de suites de limite
2 2 , nulle et 1i141_1 Sq(n,a) =0
L e % . n——oc0
série géométrique convergente de somme ngba” 1 % - 1.3. Soit ¢ > 0. Comme a est de limite nulle, il existe un rang
2 7 q tel que Vk > g, |a| < €/2. La suite S;(n,a) étant de
1—2 2A(z) limite nulle, il existe 1y tel que Vn > ng, |S5(n,a)| < &/2.
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1 n
On a alors Vi > ng, |ay| = [S;(n,a) += ) (Z)ak <
k=g+1
e 1 & (n\e T (n L (n
§+2_”k_2 (k)§ Comme _Z (k) < Z (k) <2" ona
=q+1 k=q+1 k=0
finalement Vn > ng, |a;| < € et on a montré que 1_1>r£ a;, =0
n [e°]

1 & (n
Onaa, -1 =Y (ar — 1) et on se ramene au cas précé-
2 = \k

dent (a, — I — 0). Ainsi lim a;, =1
n——4o00

Sia, = (—2)" alors (a;,) est une suite convergente de limite
nulle alors que (a,,) est une suite divergente. Il n’y a donc pas
équivalence entre les convergences de (a,) et de (a},).

Un calcul au brouillon (non reporté) donne Uy = So, Uy =
250+ 51, Uy = Sy + 351 + 35y, Uz = S3 4+ 45, + 651 + 45

" on+1
On peut donc supposer que U;,, = kZé ( kit 1) Sk

La formule précédente est vraie pour n = 0,1,2,3. Soit n > 3
tel que la formule soit vraie jusqu’au rang n — 1. On remar-

" In
que que U, = 2"T, = 2U,,_1 + 2 (k) a;, On utilise alors la
k=0
remarque de 1’énoncé pour exprimer a; a I'aide de Sy et Sx_1.
En réordonnant les termes (on scinde la somme en deux et on

réindice), on ob’clentk_zO (k) ay = I;) ((k) N (k—i— 1)) Sk+

Sn Avec I'hypothese de récurrence au rang n — 1, on a donc

U—ni:l " -|—n Sy + S, La formul " +
T e\ k1) T k) TR O kg

2.3.

24.

n n+1 .
< k) = ( K+ 1) permet alors de montrer le résultat au rang

On suppose que Z(an) converge et on note S sa somme.
On a donc S, — S quand n — +oco. Avec la question

o " /n " /n
précédente, on a U, ; = 1?1 (k) Skp1 = k_Z‘;) (k) Ski1 —

S; Comme S,,1 — S, la question II.1 indique que

. 1 & n . un—l + Sl
ngrfmﬁ];) (k) Sk+1 = S ce qui donne —on — S
u,
ou encore T, 1 = 2:_11 — 2S. La série ) _(ay,) converge et

[ee) ()
Y ay=2)ay
n=0 n=0

Sia, = (—2)" alors } (a,) diverge alors que ) _(a;,) converge.
Les séries } (a,) et ) _(a;;) n’ont donc pas toujours méme na-
ture.

4.1.1.

4.1.2.

4.2.

Onawy, = —In(1-— et c’est

1 1
k+1)_k+1’vzw+1y
donc le terme général d"une série absolument convergente.
Soit v, = 0, —=In(n) ; on a v, — v, = wy,. Or, la série
Y (vn — vy41) et la suite (v,;) ont méme nature et donc (v,)
est une suite convergente.

En regraoupant les termes d’indices pairs et ceux d’indices
L gt
2k

o1 Z 1
impairs, on a T, = — Z — + Z == 0w =
k=1 2k k=1 2k =1 k=1
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4.3.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

n
1
Z T En faisant la différence, on obtient 1, = 03, — 0y,
Sotons [ la limite de (0, — In(n)) = (vy). On a vy, — v, =
0on — 0 — In(2) = T, — In(2) Cette quantité étant de limite
I —1=0,onadonc 7o, — In(2). Par ailleurs 12n + 1 — 1, =

(
et donc 5,41 — In(2). Finalement, la suite 7 est con-

( 1)k+1

vergente de limite In(2) ou encore Z —
k=1

(0, — In(n)) admettant une limite finie, on a 0, ~ In(n). Ainsi,
(x"0y,) est bornée si et seulement si |x| < 1. Le rayon de con-
vergence R est donc égal a 1.
Comme 0, — +oo, Z(O’n) diverge et A = [—1,1[. On peut
dériver terme a terme la série entiere pour obtenir Vx &
0,1], ¢'(x) = ) noyx" 1 > 0 et ¢ est donc croissante sur

2n+1
= In(2)

n>1
0,1].
‘ 0, o n n -1 k+1 )
La relation v, = n—’: peut s’écrire 0, = k; ( k) % Si
(_1)k+1
on pose @ = ~—— —— pour k > 1etay = 0, on a donc

1 n
g—Z = o Py (Z) ay = a;, La partie I1 indique alors que ) (a;,)

est convergente de somme égale a deux fois celle de ) (a,).
o (1
Onaa1ns1gb(§) 2—n—21 n(2)
n>1

1 .
Soit up = —sik > 1etuy = 1. Soit w la suite constante

»‘

Mot
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n
égaleal.OnaVn >0, 0y = Y thwy_ = (U * W), OU U * W

k=0
désigne le produit de Cauchy de u par w. Le cours indique
In(1—x)
k
alors que Vx €] = 1,1, =Y by o = -
k>0 k>0

On retrouve ¢(1/2) = 21n(2).

® Corrigé Probleme II : Pr. Deyris

U Si H et G ne sont pas en somme directe, alors leur intersection
contient un vecteur u non nul, et donc le vecteur v = u/||u||
appartient a HN G N S. Mais alors on doit avoir ®g(v) > 0
puisque H € V", et ®g(v) < 0 puisque G € V", contradic-
tion.

Puisque les dimensions possibles des sous-espaces sont en
nombre fini, il existe Hy € V7 vérifiant r(®g) = dim Hy,
et Go € V™ vérifiant s(®g) = dim Gy. Puisque V' C V',
ces deux sous-espaces sont en somme directe d’apres ce
qui précede, et donc (D) +s(Pg) = dim(Hy + Gp) <
dimR" = n.

O Puisque Q est symétrique réelle, on sait que R"” admet une
base orthonormale de vecteurs propres pour Q. Posons p =
n"(Q), et choisissons une telle base orthonormale (e, ..., ey),
en numérotant les vecteurs de maniere a ce que les p pre-
miers vecteurs de la base soient associés a des valeurs pro-
pres strictement positives, notées 1, ..., ip. Soit enfin H =

%
(er,... ep).
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xie; € H\ {0}, alors un calcul classique four-

p
Siu =

i=1

i

p
nit Pp(u) = Zyixz > 0 etdonc H € V7. Par suite
i=1

r(®g) > dimH = n"(Q).

Onadonc n"(Q)+n (Q) < r(®g) +s(Pg) < n.0rQ
est inversible, donc 0 n’en est pas une valeur propre ; et Q
est diagonalisable, donc a n valeurs propres réelles. Par suite
n*t(Q) +n (Q) = n, ce qui entraine r(®g) = n*(Q) et
s(Pg) =n"(Q)-

Soient H € V' de dimension (®(), et G € V™ de dimension
Alors SN H est la sphere unité de 'espace de dimension
finie H, donc est un compact de H. D’autre part, ®(, en tant
que forme quadratique, est continue sur S N H. Elle atteint
donc un minimum m en un point u; de SN H ; et, puisque
Uy € SNH,onam > 0.Posons 6y = m/2.

Supposons k < 4;. Alors, six € SN H, ®Pr(x) > Pp(x) —
k|x||*> > m —m/2 > 0. Donc ®p est strictement positive sur
SNH,etdonc r(Pg)>dimH = r(Dg).

De méme, en prenant §, = —M/2 > 0 out M est le maximum
de @ sur SN G, on montre que s(Pr) > dim G = s5(Pg) si
K < 52.

Prenons alors 6 = min{dy,d,}. Six < ¢, alors r(Pr) > r(Pg)
et s(Pr) > s(Pg). Mais, d’apres les questions précédentes,
r(Pr) +5(Pr) = r(Pg) +s(Pg) = n, et donc les inégalités
précédentes sont des égalités.

%
Supposons ¢(A) > 0 pour tout A. Soit H = ( a,b) (de dimen-

sion 2 puisque (a, b) est libre), soit u = aa + b € H.

SiB =0, alors Pg(u) = a*®g(a) > 0 ;sinon, Pg(u) =
B*®q (b + (a/B)a) = B*p(a/B) > 0. Donc ®g est positive ou
nulle sur H, et donc H € VJ .

Soit alors G € ¥V~ de dimension n — 1 = s(®g). D’apres la
question 4, G et H sont en somme directe, alors que la somme
de leurs dimensions est strictement plus grande que n : on
aboutit donc a une contradiction, ¢ prend donc obligatoire-
ment des valeurs strictement négatives.

Puisque ®g(a) > 0, a n’est pas nul. Si (a,b) est liée, on peut
donc trouver « € R tel que b = aa. On a alors Bg(a,b)* =
0’ ®g(a) = Do (a)Pg(b) :linégalité est vérifiée, et on a égal-
ité.

Supposons maintenant (a, b) libre. Alors ¢(A) = <I>Q(a))\2 -+
2Bo(a,b)A + ®g(b) est un trindme du second degré en A
puisque P (a) # 0, dans lequel le coefficient de A? est stricte-
ment positif, et qui prend des valeurs strictement négatives
d’apres la question précédente. Son discriminant est donc
strictement positif, ce qui donne Bg(a,b)* > Pg(a)®q(b).
L'inégalité est donc vérifiée, et on n’a pas égalité.

A la prochaine
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