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% Blague du jour }

e Une souris rencontre sa copine : J'ai décidé de me mettre au régime, lui dit-elle.
- Tu ne manges plus ton fromage gruyere alors?

- Si, mais je ne mange plus que les trous!

e Comment appelle t-on un chien sans pattes ?

Réponse : On ne 'appelle pas, on va le chercher!

e Comment appelle-t-on une chauve-souris qui a des cheveux 7

Réponse : Une souris.

— Guillaume Francois Antoine de 'Hopital (1661-1704)

Marquis de Sainte-Mesme, comte d’Entremont, seigneur d’Oucques, de La Chaise, de Le Brau et d’autres lieux,
mathématicien francais. Il est plus connu pour la regle qui porte son nom. Il est aussi 'auteur du premier
livre connu sur le calcul infinitésimal différentiel, publié en 1696, ses textes comportent des conférences de
son professeur Jean Bernoulli. C’est d’ailleurs ce dernier qui a donné au marquis toutes les donnes nécessaires
pour réaliser le livre au nom de ’'Hopital, dans un le but de le publier sous un nom francais, car Bernoulli est
Suisse.

Description des normes euclidiennes

a  Si N est une norme euclidienne, associée au produit scalaire @, et si x,y € E, on a :

N(x+y)?+Nx—y)? = o(x+yx+y)+e(x—yx—y)

@
@ (x,x) +20(x,y) +o(y,y) + o(x,x) —2¢(x,y) + @(y,y)
2 (N(x)2 + N(y)z)

Avec x = ey et y = ez, nous avons [lx +yl[& + [x —ylA =2 44 =2 (||x||§o + ||y||§o) done || lloo nest
pas une norme euclidienne.

b || |2 est la norme associée au produit scalaire canonique défini par I’énoncé : c’est donc une norme

euclidienne. Supposons maintenant que p est un réel strictement plus grand que 1 et distinct de 2. Toujours
avec X = e7 et Yy = e, nous avons :

b+ Yl + I — yli2 = 22P + 227 74 =2 (Ixli? + Ilyli3)

car 2/p #1 : la norme || |[p n’est donc pas euclidienne.
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<+, «>g est clairement une forme bilinéaire. Nous avons ensuite :
— pour x,y € E, <x,y>s="XSY =T(IXSY) = 'YV'SX = 'YSX =< y,x >5 donc < -, - >g est symétrique;
— pour x non nul, < X, X >g est strictement positif car S € ST (R) : < -, - >g est définie positive.

Pour x,y € E, nous avons :

n n
e(x,y) =) > xiyjo(e; €)= XSY
i=1 j=1

et pour X non nul, associé au vecteur x, *XSX = @(x,x) > 0 donc S € S; " (R).

Quelques généralités et exemples

4.5i u € Isom(N) et si x € Ker (1), N(x) = N(u(x)) = N(0) =0 donc x = 0 : u est donc injective et
u € GL(E) (E est de dimension finie).

Isom(N) est non vide puisqu’il contient 'identité.

Siu,v € Isom(N), ona N(uov(x)) =N(v(x)) = N(x) pour tout x € E et donc uov € Isom(N).
Siu € Isom(N), ona N(u~'(x)) =N(u(u'(x))) = N(x) pour tout x, donc u~' € Isom(N).
Isom(N) est donc un sous-groupe de GL(E).

5. Soit u € Isom(N). Pour x € Z(N), N(u(x)) = N(x) = 1, donc u(x) € X(N) : nous avons

donc u(Z(N)) C Z(N). Comme u~' € Isom(N), cela donne également u~"(Z(N)) C Z(N), soit
Z(N) Cu(Z(N)).

Réciproquement, supposons que W(X(N)) = Z(N) et soit x un élément quelconque de E. Si x =0, on a
N(u(x)) =0=N(x). Sinon, y =x/N(x) € Z(N), et donc :

N(u(x)) =N(u(N(x)y)) = N(x)N(u(y)) = N(x)
car u(y) € Z(N) : u est donc une N-isométrie.
6. (| 1l7) est le carré C de sommets A =(1,0), B=(0,1), C=(—1,0) et D = (0,—1), qui est conservé

par la symétrie s mais pas par la rotation r, puisque S(A) = D, s(B) = C, s(C) = B, s(D) = A et
r(A) =(1/2, \/5/2) &Z C. s est donc une || [|7-isométrie mais r n’en est pas une.

3 0 —1
a S=(0 2 0 |.
-1 0 3

b Diagonalisons la matrice symétrique S dans une base orthonormale :

3—A 0 —1 2—A
0O 2—A O =/[2—A 2
—1 0 3—A 2—A

1 0 -1 1 0 -1
2-=A1{[1 2=2 0o ||l=2=n||l0 2=r 1
1 0 3-A 0 0 4—A

(2—A)2(4—A)

det(S — Al)

4 est valeur propre simple, associée au vecteur propre ey — e3. Le plan propre associé a la valeur propre 2
est donc le plan orthogonal & ce vecteur. Nous obtenons donc facilement une base orthonormale (€1, €2, €3)
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de vecteurs propres :

(e1+e3).

~[S

2
£1=T(e1—eg), gy=ezxete3=¢1\éey=

Nous pouvons donc écrire P7'SP =D, i.e. S =PD P avec :

V2 V2

XY= o0 Xt=
2 2 4 0 0
P = O 1 0 etD=10 2 0
0 0 2

V2 V2

2 2

¢ La matrice S est symétrique définie positive (on peut par exemple écrire que *XSX =YDY> 0 pour

X 0, avec Y = *PX), donc Ng est la norme euclidienne associée au produit scalaire < -, + >g.

d et e Dans la base (&1, ¢€2,€3), Z(Ng) a pour équation :

4X* +2Y2 =1 277
1 1
Pour Z fixé entre ———= et —= l'intersection de X(Ng) avec le plan horizontal associé est une ellipse.
V2 V2 d
1 1
Pour Z a lextérieur de l'intervalle | — —, —
V2 V2

Ainsi £(Ng) a la forme d’un ballon de rugby (ellipsoide) d’axe de symétrie engendré par le vecteur
€1 =€1 —e€3.

[, 'intersection de £(Ngq) avec le plan horizontal associé

est I'ensemble vide.

f  Toutes les rotations autour de 'axe IR(e7 — e3) conservent Z(Ng) et sont donc des N g-isométries :
le groupe Isom(Ng) est infini.

Etude de [som(N) lorsque N est une norme euclidienne

a Siu est une Ng-isométrie, les formes bilinéaires symétriques @1 : (x,y) —< u(x),u(y) >s et
<+, +>g sont associées a la méme forme quadratique : elles sont donc égales (formules de polarité).

La réciproque est évidente.
b u € Isom(Nsg) si et seulement si *(AX)S(AY) = 'XSY pour tous X,Y € E, i.e. si et seulement si
YASA =S (on peut identifier grace aux questions 2 et 3).

@ 9 En particulier, A € ISOM(|| |2) < 'AA = I,,, donc ISOM(]| [|2) = On(R). Ce groupe est infini,
puisqu’il contient par exemple les matrices de la forme :

cos®@ —sin® O
sin® cos® 00 0 I,
qui sont deux & deux distinctes pour 0 € [0, 2.

a  Si P est dans le noyau de u, P possede r -+ 1 racines distinctes et est de degré au plus 1 : il est donc

nul. Ainsi, u est injective, donc surjective (R¢[X] et R™" sont de méme dimension finie) : tout vecteur
(Yo,Y1,...,Yr) de R possede donc un unique antécédent L.

b Soient Xg,X1,...,Xr tels que xp <X7 <+ <Xy et {X0,X17,..., %} ={U7,Uy,...,un}. En appliquant

la question précédente avec Yyi = 4/X; (pour 0 < i < 1), nous obtenons un polynéme L qui convient.
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a Comme S est symétrique définie positive, il existe une matrice orthogonale P et des réels A; > O tels
que

S =Pdiag(A1,A2,...,An) P
Alors la matrice A = Pdiag(\/A1, VA2, ...,V An) P est une racine carrée de S (car 'P = P_1) et est

clairement symétrique définie positive.
b Notons U = diag(A1,A2,...,An) et V = diag(v/A1,VA2,...,VAn), et soit L € R[X] tel que
L(U) = V. Nous avons alors :
L(B%) =L(S)=L(PUP ) =PL(W)P'=PVP'=A
Le polynéome Q(X) = L(X?) est donc solution du probléme posé.

Nous en déduisons que AB = X(A)Q(A) = (XQ)(A) = (QX)(A) = Q(A)A =BA : A et B commutent.
¢ Soient $1,S; € ST (R) et soit X € Ker (S7+ S3). Alors S1X = —8,X, et donc X = 0 (sinon, on
aurait S1X > 0 et $2X > 0). Ainsi, S7 + S, est inversible.

d  Comme A et B commutent, (A +B)(A —B)=A%—B2 =0, ce qui donne A = B car A + B est
inversible.

1
12.S0it M € Mu(R) et notons N = (\/g) MAV'S. Alors :

N € ISOM(Ng) <= 'NSN=S

1
MVS =S

— t(\/g) tMt<\/§)_1S<\/§>

= vsM (V3) (v8)'(vS)  mvs-(vE)
= MM-=1,

& M € 0O,n(R)

—1
Comme l'application M +—— <\/§) M+/S est une bijection de My (RR) sur lui-méme, nous en

déduisons que sa restriction & On(IR) est une bijection de On(IR) sur ISOM(Nsg) (c’est méme un isomor-
phisme de groupe).

Ainsi, le groupe des isométries d’une norme euclidienne quelconque N est isomorphe au groupe On (IR),
qui est infini.

Remarque : on obtient ce résultat de fagon pratiquement immédiate en utilisant une base orthonormale
pour N (deux espaces euclidiens de méme dimension n sont isomorphes, donc leurs groupes le sont
également).

Etude du cardinal de Isom(p)

a  Soit x = (x71,%2,...,%Xn) € E. Nous avons Uge(X) = (Y1,Y2,...,Yn) avec Yg(i) = Xi&j pour tout i.
Nous en déduisons, par changement d’indice :

n 1/p n 1/p n 1/p
Np (Uge (%)) = (Z |yilp) - (Z |ycm|P> = (Z |xilp) — Np(x)
i=1 i=1

i=1

donc ug ¢ est une p-isométrie.
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b uge(er) =e3 Uge(ez) = es, Uge(€3) = —e7 et Ug(€es) = ez donc la matrice de ug ¢ dans la
base (ej) est
00 —1 0
00 0 1
10 0 O
01 0 0

a Siaoub est nul, I'inégalité est évidente. Sinon, la fonction In étant convexe sur ]0, +oo[ et les

masses 1/p et 1/q étant positives de somme 1, nous avons
Inab=lha-+Inb= lhqap—|—lhr1bq <In <l ap+lbq>
p q p q

ce qui donne l'inégalité demandée, par croissance de la fonction In.
b Soient x,y € E. Si x ou y est nul, I'inégalité est une nouvelle fois évidente. Sinon, posons

Y _
llyllq

X
x'=———=(x],...,x}) ety =
||X||p

Nous avons en utilisant 1'inégalité précédente :
l<x,y > o L 1
) / 4 / / / /
== <x Yy <) XYy <)) —Ix{IP+—1ly{l9=
Ixllp [Tyllg | | Z v Zp ! q -t

i=1 i=1

(Ylo-- Un).

1 1
— (IKlp)? + = (Iy'llq)* =1
()" + % (1yll)

¢ Quand p = 2, nous obtenons 'inégalité de Cauchy-Schwarz : Vx,y € E, [<x,y >| < |x]|21lyll2-

n
15.Pour j € {1,2,...,n}, [[lu(e;)llp =llejllp =1, ie. Z lai;|P =1, puis en sommant sur j :
i=1
n n
lai;[P =n.
=1 i=1

a X4 est une partie fermée bornée (c’est la sphere unité pour la norme || [|q), elle est donc compacte (E

est de dimension finie). Comme 'application y = [< X,y | est continue, elle est bornée sur Zq et atteint
ses bornes, d’ou 'existence du maximum.

b Il suffit d’'utiliser I'inégalité de Holdér : < x,y > < [Ix|lp llyllq = IIx[lp pour tout y € Zq.

Avec le vecteur Yo donné par I’énoncé, nous avons :

n
— 1— 1— 1—
xyoo=) xyi= Y el Ixllp = ixllp T 3 bl =il P 3 il = lixllp

i=1 1<isn Ixi] 1<isn 1<in
xi 70 1 xi7#0 - -

en remarquant que ce résultat est correct méme si x est nul!

Six est non nul, yo est élément de Xq :

Uhyollg)¥= > il P9 (Ixllp) TP = (Ixllp) ™ > palP =1

1<i<n 1<i<n
Xi710 - -

et donc ||x||p = [< x >| < max K x,y >|.
II ||p I 790 I_yequ 79 |

Six =0, on choisit Yo = €7 et on a encore Yo € Zq et 0= [[x[[p =< x,yo > < m;%x l<x,y >|.
Ye€lq
Nous avons donc démontré que m;%x |l <x,y>|=[xllp.
Yyedq

Remarque : ceci traduit que l'application ¢ : E — E*  est une isométrie quand on munit
X 3 <X, >
'espace E de la norme || ||p et I'espace E* de la norme subordonnée & la norme || ||q.
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17Remarquons tout d’abord que, par symétrie entre p et ¢, nous avons également :

Vy € E, max [<x,y>|=|lyllq.
X€EXp

On suppose que U est une p-isométrie. Soit z € Xq. Nous avons :

Vx € Zp, kx,u*(z) 5] = ku(x),z> < max lku(x),y>=lux)llp=1
Yciq

et donc
Ilu*(z)llq = max [<x,u*(z) > <1 (*)
X€Xp

Pour tout z € E, nous avons donc |[u*(z)llq < l|zllq (I'inégalité est évidente si z = 0, et s’obtient en
appliquant (*) a z/||z||q si z #0).

Comme u™' € Isom(p), nous avons ensuite l(u™! )*(2)llg < Izllg pour tout z € E. En appliquant cette
inégalité a u*(z), nous obtenons ||zllqg < [[u*(2)|lq pour tout z € E, ce qui acheve de prouver que u* est
une (g-isométrie.

Comme la matrice de u* dans la base orthonormale (e;) est la transposée de A, la question 15 donne (il
y a toujours symétrie entre p et q) :

lajil* =n.

)

n
=1 i

n
-1

.
a Nous avons Z f(ax) = 0 en posant f(x) = xP —x9 (f est définie sur [0, 1], avec par convention

k=1
f(0) =0). Comme p #q (car p #2), f est strictement positive sur ]0,1[ si p < 2 et strictement négative

sur 0, 1[ si p > 2. La somme des f(ay) ne peut donc étre nulle que si les oy valent tous 0 ou 1.

b Comme Z lajjlP =n = Z |(1,-L’)~|q7 nous en déduisons que les |ajj| ne peuvent prendre que
1<ij<n 1<ij<n
les valeurs 0 ou 1.

19 En poursuivant 'analyse, ’égalité Z laij|P = n avec |aij| = 0 ou 1 signifie que la matrice A
1<ij<n

contient n coefficients non nuls (valant 1 ou -1) et n? —n coefficients nuls. Comme A est inversible, deux

coefficients non nuls ne peuvent se trouver sur une méme ligne ou sur une méme colonne. On en déduit

que u est de la forme Ug ¢ pour un certain o € Pr et un certain € € {—1,1}"™. Avec la question 13, nous

avons donc démontré que le groupe des p-isométrie est égal au groupe des permutations signées. Comme

I'application (0, &) — Ug ¢ est injective, Isom(p) est un groupe fini contenant 2™ n! éléments.

( Ala prochaine )
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