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PROBLÈMES CORRIGÉS-MP

3 amis sont au restaurant. Après leur repas, l’addition
s’élève a 30 dhs. Ils donnent chacun 10 dhs. Le serveur
s’aperçoit qu’il s ’est trompé dans les comptes et qu’en
fait ils ne doivent payer que 25 dhs.
Comme 5 dhs n’est pas divisible en 3, il décide de garder
2 dhs de pourboire et de leur rendre le reste. Ainsi les
amis se partagent les 3 dhs et ils ont donc payé le repas 3
fois 9dhs = 27 dhs plus les 2 dhs du serveur, cela donne
29 dhs !
Où est passé le dernier dh?

Blague du jour

Logicien, mathématicien et philosophe britannique. Il est le créa-
teur de la logique moderne, que l’on appelle algèbre de Boole en
son honneur. Autodidacte, il publia ses premiers travaux tout
en exerçant son métier d’instituteur et de directeur d’école pri-
maire. En effet, issu d’une famille pauvre, George Boole n’a
pas les moyens financiers d’aller l’université, il fût obligé de
travailler pour soutenir sa famille, il devient enseignant à 16
ans. Quatre ans plus tard, il fonde et dirige sa propre école. Ses
travaux lui valurent la Royal Medal de la Royal Society.
Il épouseMary Everest, nièce de Sir George Everest, le responsable
de la mission cartographique qui baptisa le mont Everest.

George Boole (1815-1864)
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Corrigé : Pr. Boujaida, CPGE Rabat

Partie I

① ① Élémentaire mon cher Watson !

② Si x1, x2 ∈ E et λ ∈ K alors pour tout y ∈ E
h(x1 + λx2)(y) = ϕ(x1 + λx2, y) = ϕ(x1, y) + λϕ(x2, y) =

(

h(x1) + λh(x2)
)

(y).
et donc h(x1 + λx2) = h(x1) + λh(x2).

② A⊥ϕ =
⋂

a∈A
ker h(a), c’est un sous espace vectoriel de E.

③ ker h =
{

x ∈ E
/

∀y ∈ E, ϕ(x, y) = 0
}

= E⊥ϕ, dimE =
dim E∗ = n donc h est un isomorphisme si et seulement si
E⊥ϕ = {0}.

④ ① Sachant que pour tout forme linéaire f de E, f =
n

∑
i=1

f (ei)e
∗
i , Il suffit d’écrire pour tout (i, j) ∈ [[ 1, n ]]2

h(ej) =
n

∑
i=1

h(ej)(ei)e
∗
i =

n

∑
i=1

ϕ(ei, ej)e
∗
i

N.B : du fait que ϕ est symétrique, sa matrice
M((ϕ), e) =

(

ϕ(ei, ej)
)

ij
est symétrique.

② Lamatrice de h(x) en tant qu’élément de E∗ dans la base
e∗ est le vecteur colonne [h(x)]e =M((h), e, e

∗)X = ΩX,
sa matrice en tant que forme linéaire de E dans la base
e est le vecteur ligneM((h)(x), e) = t[h(x)]e =

tXtΩ =
tXΩ

Et ainsi ϕ(x, y) = h(x)(y) =M((h)(x), e)Y = tXΩY.
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N.B : si on note X = (xi)i, Y = (yi)i et Ω = (aij)ij alors
ϕ(x, y) = tXΩY = ∑

1≤i,j≤n
aijxiyj (∗)

En outre, puisqueM((h), e, e
′) =M((ϕ), e) et que ϕ est

non dégénérée si seulement si h est un isomorphisme
alors

ϕ est non dégénérée⇐⇒M((ϕ), e) est inversible

① Soit q ∈ Q(E), par définition de Q(E), il existe une forme
bilinéaire symétrique ϕ de E telle que q = qϕ. Si maintenant
ψ est une forme bilinéaire symétrique vérifiant la même con-
dition q = qψ, l’identité de polarisation donne :

∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) =
1
2

(

q(x+ y)− q(x)− q(y)
)

= ψ(x, y)

et donc ψ = ϕ.

② On va noter respectivement ϕ et ϕ′ les formes polaires des
formes quadratiques q et q′.
Supposons qu’il existe une isométrie f de (E, q) dans (E′, q′).
Soit e une base quelconque de E et soit e′ son image par l’iso-
morphisme f .
Pour tout vecteur ei de e et son image e′i par f , q′(e′i) =
q′( f (ei)) = q(ei) et donc par polarisation

∀(i, j) ∈ [[ 1, n ]]2 , ϕ′(e′i, e
′
j) = ϕ(ei, ej).

ce qui signifie queM((q)
′ , e′) =M((q), e).

Réciproquement, supposons qu’il existe des bases e de E et
e′ de E′ telles queM((q)

′, e′) = M((q), e) et notons Ω cette
matrice.
Soit f l’unique application linéaire de E dans E′ qui trans-
forme e en e′.M(( f ), e, e

′) = In donc pour tout x ∈ E, si X =

[

x
]

e
alors

[

f (x)
]

e′ = X et par suite q′
(

f ′(x)
)

= tXΩX = q(x).
f est donc une isométrie de E sur E′.

③ Pour tout x =
2p

∑
i=1

xici ∈ K
2p, qp(x) = 2

p

∑
i=1

xixi+p.

① On pose pour tout x =
2p

∑
i=1

xici ∈ K
2p et y =

2p

∑
i=1

yici ∈

K
2p

ϕp(x, y) =
1
2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)) =

p

∑
i=1

(xiyi+p + xi+pyi)

On vérifie que ϕp est une forme bilinéaire symétrique, et
que qp est la forme quadratique qui lui est associée.
La lecture de la matrice de qp peut être faite directement
à partir de l’expression de ϕp(x, y) selon la formule (∗),
question (I.A.4.b).

M((q)p, c) =
(

0 Ip
Ip 0

)

On notera dans la suite de ce corrigé Jp cette dernière
matrice.

② qp est non dégénérée puisque elle représentée par la ma-
trice inversible Jp (det(Jp) = (−1)p) dans la base canon-
ique de K

2p.
Si maintenant (F, q) est un espace de Artin, il est
isométrique à (K2p, qp). q et qp seront donc représentées
par une mêmematrice Ω dans des bases bien choisies de
F et de K

2p. qp est non dégénérée donc toutes ses matri-
ces sont inversibles. Ω est donc inversible et par suite q
est non dégénérée.

✉ : mamouni.myismail@gmail.com

2

ÉJ
«� A
�ÖÞ� @ ø
 B�

�
ñ�Ó ú



	G
�
�ñÜ
�Ø



✍ M AMOUNI MY ISMAIL
MAMOUNI.NEW.FR

PROBLÈMES CORRIGÉS-MP

③ En remarquant queM((q), c) = I2p, il suffit de trouver
une base e de C

2p telle queM((q)p, e) = I2p. Ce qui peut
nous faire penser à une certaine méthode de Gauss (vue
pour les formes quadratiques réelles ... quand même).

Soit x =
2p

∑
k=1

xkck ∈ C
2p,

qp(x) = 2
p

∑
k=1

xkxk+p =
1
2

p

∑
k=1

(

(xk + xk+p)
2 − (xk − xk+p)

2)

=
1
2

(

p

∑
k=1

(xk + xk+p)
2 +

p

∑
k=1

(ixk − ixk+p)
2

)

=
1
2

p

∑
k=1

(xk + xk+p)
2 +

1
2

2p

∑
k=p+1

(ixk−p − ixk)
2

On considère alors la famille de formes linéaires Ψ =
(ψ1,ψ2, · · · ,ψ2p) définies par

ψk(x) =
1√
2
(xk + xk+p) si k ∈ [[ 1, p ]] et ψk(x) =

1√
2
(ixk−p − ixk) si k ∈ [[ p+ 1, 2p ]].

de telle sorte que qp(x) =
2p

∑
k=1

ψk(x)
2. Définitions qu’on

peut résumer matriciellement par

matc∗(Ψ) =
1√
2

(

Ip iIp
Ip −iIp

)

On note P cette dernière matrice.
Procédure de routine (opération par blocs, L2 ← L2 −
L1) :
∣

∣

∣

∣

Ip 0
−Ip Ip

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ip iIp
Ip −iIp

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Ip iIp
0 −2iIp

∣

∣

∣

∣

soit
∣

∣

∣

∣

Ip iIp
Ip −iIp

∣

∣

∣

∣

= (−2i)p

Donc det P 6= 0 et par suite Ψ est une base de E∗. Si e

est sa base anté-duale, alors pour tout x =
2p

∑
k=1

ykek =

2p

∑
k=1

ψk(x)ek ∈ E

qp(x) =
2p

∑
k=1

y2k .

et doncM((q)p , e) = I2p CQFD.

N.B : Rien n’empêche d’utiliser la méthode de Gauss
pour une forme quadratique q d’un C-ev E. Elle per-
mettrait de prouver l’existence d’une base de formes
linéaires (ψ1,ψ2, . . . ,ψn) et de scalaires complexes
α1, α2, . . . , αn tels que

∀x ∈ E, q(x) =
n

∑
k=1

αkψk(x)
2

q est alors non dégénérées si et seulement si tous les co-
efficient αk sont non nuls, et dans ce cas en considérant
pour tout k ∈ [[ 1, n ]], un complexe βk tel que β2

k = αk,
ψ′k = 1

βk
ψk et e′ la base anté-duale de (ψ′1,ψ

′
2, . . . ,ψ

′
n),

nous aurions

∀x =
n

∑
k=1

yke
′
k, q(x) =

n

∑
k=1

y2k

Ainsi par “transitivité”, si K = C et dim E est paire alors
(E, q) est un espace de Artin⇐⇒ q est non dégénérée

④ Là on se retrouve en terrain connu, celui des formes
quadratique réelles.
Il suffit de trouver une base e′ de R

2p telle que
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M((q)p, e
′) =M((q)

′ , c) =
(

Ip 0
0 −Ip

)

ou encore une base e′ telle que pour tout x =
2p

∑
i=1

yie
′
i,

qp(x) =
p

∑
i=1

y2i −
2p

∑
i=p+1

y2i . On reconnait là l’écriture

canonique d’une forme quadratique de signature (p, p).
il suffit donc de montrer que la signature de qp est (p, p).

Soit x =
2p

∑
i=1

xici ∈ R
2p

qp(x) =
1
2

p

∑
i=1

(xi + xi+p)
2 − 1

2

2p

∑
i=p+1

(xi−p − xi)
2

il reste à justifier que la famille de formes linéaires
(ψ1,ψ2, · · · ,ψ2p) définies par
ψ(x) = xi + xi+k si i ∈ [[ 1, p ]] et ψi(x) = xi−p − xi si i ∈ [[ p+ 1, 2p ]]
est libre. Pour cela, il suffit de justifier que la matrice

P =

(

Ip Ip
Ip −Ip

)

est inversible.

N.B : Là encore, en déployant un raisonnement simi-
laires à celui fait à la fin de la question précédente, on
prouve que si K = R et dimE = 2p alors

(E, q) est un espace de Artin⇐⇒ la signature de q est (p, p).

⑤ Soit (F, q) un espace de Artin de dimension 2p, et soit
donc f une isométrie de (K2p, qp) sur (F, q).

Le sous espace vectoriel V = −→c p de K
2p est de dimen-

sion p et il vérifie : ∀x ∈ V, qp(x) = 0.
Son image f (V) est un sous espace vectoriel de F de
dimension p ( f est un isomorphisme) et elle vérifie :
∀x ∈ V, q( f (x)) = qp(x) = 0.

Partie IV

① ① Soit ψ ∈ E∗. h est un isomorphisme puisque q est non
dégénérée, soit donc l’unique vecteur x ∈ E tel que
ψ = h(x).

On peut alors écrire ψ =
n

∑
i=1

h(x)(ei)e
∗
i =

n

∑
i=1

ϕ(x, ei)e
∗
i et

par suite
ψ ∈ Vect

{

e∗p+1, e
∗
p+2, · · · , e∗n

}

⇐⇒ ∀i ∈ [[ 1, p ]] , ϕ(x, ei) = 0⇐⇒ x ∈
et donc : ψ ∈ Vect

{

e∗p+1, e
∗
p+2, · · · , e∗n

}

⇐⇒ ψ ∈ h(F⊥)

Ainsi h(F⊥) = Vect
{

e∗p+1, e
∗
p+2, · · · , e∗n

}

② h est un isomorphisme donc dim F⊥ = dim h(F⊥) =
n− p. soit

dim F+ dim F⊥ = n

③ Soit x ∈ F alors pour tout y ∈ F⊥, ϕ(x, y) = 0 et donc
x ∈ (F⊥)⊥. Ce qui montre que F ⊂ (F⊥)⊥. Ensuite les
relations dim F + dim F⊥ = dim F⊥ + dim(F⊥)⊥ = n

donnent dim F = dim(F⊥)⊥ et ainsi (F⊥)⊥ = F.

② ① Un vecteur de (F+G)⊥ est orthogonal à tout vecteur de
F et à tout vecteur de G donc (F+ G)⊥ ⊂ F⊥ ∩ G⊥ et in-
versement un vecteur qui est à la fois orthogonal à tout
vecteur de F et à tout vecteur de G va être orthogonal à
tout vecteur de F+ G, soit F⊥ ∩ G⊥ ⊂ (F + G)⊥.
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Alors (F + G)⊥ = F⊥ ∩ G⊥

② Il suffit d’appliquer le résultat du a) à F⊥ et G⊥ et de
passer ensuite à l’orthogonal.

③ Notons que F⊥ϕF =
{

x ∈ F
/

∀y ∈ F, ϕ(x, y) = 0
}

= F ∩ F⊥.
- [1⇒ 2)] Supposons que F est non singulier. ϕF est donc non
dégénérée et donc d’après (I.A.3), F⊥ϕF = {0} soit F ∩ F⊥ =
{0}.
-[2 ⇒ 3)] Supposons que F ∩ F⊥ = {0}. Nous avons dim F+

dim F⊥ = dim E donc F⊕ F⊥ = E.
- [3 ⇒ 4)] Supposons que F ⊕ F⊥ = E. Alors F⊥ ∩ (F⊥)⊥ =

{0} et donc (F⊥)⊥ϕ
F⊥ = {0}. Alors ϕF⊥ est non dégénérée et

donc F⊥ est non singulier.
- [4 ⇒ 1)] Supposons que F⊥ est non singulier. L’implication
1 ⇒ 4) ayant été justifiée, il suffit de l’appliquer à F⊥ pour
s’assurer que F est non singulier.

④ Supposons que F et G sont orthogonaux et non singuliers.
Notons que le fait que F et G soient orthogonaux signifie que
F ⊂ G⊥. Puisque G ∩ G⊥ = {0} alors F ∩ G = {0} et donc la
somme F+ G est bien directe.
Soit maintenant x ∈ (F ⊕ G) ∩ (F ⊕ G)⊥, et posons x =
xF + xG où xF ∈ F et xG ∈ G.
(F ⊕ G)⊥ = F⊥ ∩ G⊥ donc x ∈ F⊥ ∩ G⊥.
x ∈ F⊥ donc pour tout u ∈ F, ϕ(x, u) = ϕ(xF, u) = 0, et donc
xF ∈ F ∩ F⊥. F est non singulier donc xF = 0.
De même x ∈ C⊥ donne xG = 0.
Alors x = 0 et donc (F ⊕ G) ∩ (F ⊕ G)⊥ = {0}. F ⊕ G est
donc non singulier.

① Avec les formes quadratiques de R
2, q(x, y) = 2xy et

q′(x, y) = x2 − y2, nous avons
ϕ
(

(x, y), (x′, y′)
)

= xy′ + yx′ et ϕ′
(

(x, y), (x′, y′)
)

= xx′ − yy′
(

(1, 1), (1,−1)
)

est une base q-orthogonale de R
2,

(

(1, 0), (0, 1)
)

en est une base q′-orthogonale.

② Soit e1 = (a, b) un vecteur non nul de R
2 et voyons s’il peut

exister un vecteur e2 = (x, y) tel que (e1, e2) soit une base de
R

2 à la fois q-orthogonale et q′-orthogonale. On devrait avoir

(S)

{

bx+ ay = 0
ax− by = 0

ce système linéaire a pour déterminant δ = −b2 − a2. e1 est
non nul donc δ 6= 0. (S) a donc pour unique solution la solu-
tion nulle.
Ainsi il n’existe aucune base de R

2 qui soit à la fois q-
orthogonale et q′-orthogonale.

③ D’après des résultats démontrés dans la premières par-
ties pour toute base e de E, M((h), e, e

∗) =
(

ϕ(ei, ej)
)

ij
.

On voit ainsi que e est une base q-orthogonale si et seule-
ment siM((h), e, e

∗) est diagonale. Plus exactement e est q-
orthogonale si et seulement si

M((h), e, e
∗) = diag

(

q(e1), q(e2), · · · , q(en)
)

.
Notons aussi que puisque q est non dégénéréeM((h), e, e

∗)
est inversible et donc dans le cas où e est une base q-
orthogonale alors q(ei) 6= 0 pour tout i ∈ [[ 1, n ]].
Supposons que e est une base à la fois q-orthogonale et q′-
orthogonale de E alors

M((h)
−1 ◦ h′, e) =M((h)

−1, e∗, e)M((h)
′, e, e∗) = diag

(

q′(e1)
q(e1)

,
q′(e2)
q(e2)

, · · · , q
′

q(
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M((h)
−1 ◦ h′, e) est diagonale donc la base e est formée de

vecteurs propres de h−1 ◦ h′.
④ Supposons que h−1 ◦ h′ admet n valeurs propres deux à deux

distinctes, il est donc diagonalisable. Soit e une base de diag-
onalisation et posons pour tout i ∈ [[ 1, n ]] h−1 ◦ h′(ei) = λiei
ou encore h′(ei) = λih(ei). Vu la définition des applications h
et h′ ceci signifie que

∀i ∈ [[ 1, n ]] , ∀x ∈ E, ϕ′(x, ei) = λiϕ(x, ei)

Ainsi pour tout p ∈ [[ 1, n ]], un vecteur x qui serait orthogonal
aux vecteurs e1, e2, · · · , ep pour q le serait aussi pour q′.
Posons alors pour tout p ∈ [[ 1, n ]], Vp = −→e p. Si p ≥ 2
alors Vp ∩ V⊥p−1 est non nul, car sinon nous aurions dimVp +

dimV⊥p−1 ≤ n soit p+ (n− p+ 1) = n+ 1 ≤ n. Considérons
alors une famille de vecteurs (u1, u2, · · · , un) telle que

{

u1 = e1

up ∈ Vp ∩V⊥p−1\
{

0
}

si p ≥ 2
Pour tout p ≥ 2, up est orthogonal aux vecteurs
e1, e2, · · · , ep−1 pour q donc aussi pour q′ et donc il est ort
hogonal aux vecteurs u1, u2, · · · , up−1 (car ils sont tous dans
Vp−1 = −→e p− 1) pour q et pour q′. Au final la famille
(u1, u2, · · · , un) est à la fois q-orthogonale et q′-orthogonale.

① x ∈ E tel que x 6= 0 et q(x) = 0. (on dit que x est un vecteur
q-isotrope).

① q est non dégénérée, donc x /∈ E⊥, il existe donc au
moins un vecteur v ∈ E tel que ϕ(x, v) 6= 0. En posant
z = (1/ϕ(x, v))v nous avons ϕ(x, z) = 1.

② Avec y = z− (q(z)/2)x nous avons

q(y) = q(z) +
q(z)2

4
q(x)− 2.

q(z)

2
.ϕ(z, x) = 0

③ ϕ(x, y) = ϕ(x, z) − (q(z)/2)q(x) = ϕ(x, z) = 1. Donc y
est non colinéaire à x car sinon nous aurions ϕ(x, y) = 0.
Soit Π le plan engendré par x et y. Pour tout vecteur
v = αx+ βy ∈ Π

q(v) = α2q(x) + β2q(y) + 2αβϕ(x, y) = 2αβ
Alors

(

Π, q/Π

)

est un espace de Artin.

② F un sous-espace vectoriel singulier de E et (e1, e2, · · · , es)
une base de F ∩ F⊥. G un supplémentaire de F ∩ F⊥ dans F :
F =

(

F ∩ F⊥
)

⊕ G.

① F⊥ =
(

F⊥ + F
)

∩ G⊥ donc F ∩ F⊥ =
[

F ∩ (F⊥ + F)
]

∩
G⊥ = F ∩ G⊥.
Comme G ⊂ F alors G∩G⊥ ⊂ F∩ F⊥, mais G∩G⊥ ⊂ G
et G ∩ (F ∩ F⊥) = {0} donc G ∩ G⊥ = {0}.
D’après la question (II.A.3), G est non singulier.

② Si s = 1, F ∩ F⊥ = Ke1. e1 ∈ F⊥ donc ϕ(e1, e1) = 0 et
pour tout v ∈ G, ϕ(e1, v) = 0. Donc q(e1) = 0 et e1 ∈ G⊥.

Considérons la restriction q1 de q sur G⊥

D’après la question (II.C.1) il existe un plan artinien P1
pour q1 dans G⊥ contenant e1. P1 est naturellement or-
thogonal à G pour q. Ce qu’on nous voulions démontrer.
Si s ≥ 2, supposons que la propriété est vraie pour tout
sous-espace F′ tel que dim F′ ∩ F′⊥ = s− 1.

Posons F′ = −→e s− 1 et E′ = (G⊕Kes)
⊥.
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G ⊕Kes ⊂ F donc F⊥ ⊂ E′. F′ ⊂ F ∩ F⊥ ⊂ F⊥ donc
F′ ⊂ E′.
De plus F′ ⊂ F⊥ et F⊥ ⊂ F′⊥ donc F′ ⊂ F′⊥ soit
F′ ∩ F′⊥ = F′. {0} est le seul supplémentaire de F′ ∩ F′⊥

dans F′.
dim F′ ∩ F′⊥ = s− 1 donc par hypothèse de récurrence
il existe des plans artiniens P1, P2, · · · , Ps−1 dans E′ qui
sont deux à deux orthogonaux et qui pour chaque k ∈
[[ 1, s− 1 ]], Pk contient ek.
Ses plans, puisqu’ils sont dans E′, sont tous orthogonaux
à G et au vecteur es.
Considérons maintenant le sous-espace E′′ = (G⊕ P1 ⊕
· · · ⊕ Ps−1)

⊥. es ∈ E′′ et q(es) = 0 donc il existe un plan
artinien Ps de E′′ contenant es
Finalement
- [•] Pour tout k ∈ [[ 1, s ]], Pk est un plan artinien contenant
ek.
- [•] Les plans Pk sont deux à deux orthogonaux
- [•] Ils sont tous orthogonaux à G.

CQFD

③ F = G⊕ P1 ⊕ · · · ⊕ Ps, les plans Pk étant deux à deux orthog-
onaux et tous orthogonaux à G.

Soit x ∈ F ∩ F
⊥
et posons

x = y+
s

∑
k=1

xk, où y ∈ G et xk ∈ Pk pour tout k ∈ [[ 1, s ]].

Soit v ∈ G. x ∈ F
⊥ ⊂ G⊥, donc ϕ(x, v) = 0. Les plans Pk sont

orthogonaux à G donc pour tout k ∈ [[ 1, s ]] , ϕ(xk, v) = 0.

On en déduit que ϕ(y, v) = 0 et ceci pour tout v ∈ G. Alors
y ∈ G ∩ G⊥ et donc y = 0.
Ensuite, soit pour k ∈ [[ 1, s ]], un vecteur quelconque vk de Pk,

alors ϕ(x, vk) = 0 puisque F
⊥ ⊂ P⊥k , et ϕ(xi, vk) = 0 si i 6= k

puisque dans ce cas Pk est orthogonal à Pi.
D’où ϕ(xk, vk) = 0, et ceci pour tout vk ∈ Pk. Mais (Pk, q/Pk)
est artinien donc q/Pk est non dégénérée, par suite xk = 0.

Finalement x = 0, et donc F ∩ F
⊥
= {0}.

④ Notons qu’en général :
- [•] F = G ⊕ P1 ⊕ · · · ⊕ Ps donc dim F = dimG + 2s =
dim F+ dim F ∩ F⊥.
- [•] q/F = 0 ⇐⇒ ϕ/F×F = 0 ⇐⇒ ∀(u, v) ∈ F2, ϕ(u, v) =

0⇐⇒ F ⊂ F⊥.
Ainsi si q/F = 0, alors dim F ≤ n − dim F et donc dim F ≤
n/2.

⑤ Supposons que n = 2p.
Supposons que (E, q) est un espace de Artin, il existe donc
une base e de E telle que

∀x =
2p

∑
i=1

xiei ∈ E, q(x) =
p

∑
i=1

xixi+p

Si on pose F = −→e p, on voit alors que pour tout x ∈ F,
q(x) = 0. dim F = p et nous avons bien q/F = 0.

Réciproquement s’il existe un sous-espace vectoriel F de E
de dimension p et tel que q/F = 0.
F ⊂ F⊥ donc F ∩ F⊥ = F et donc F = P1 ⊕ P2 ⊕ · · · ⊕ Pp où
P1, P2, · · · , Pp sont des plans artiniens deux à deux orthogo-
naux. Nous avons alors dim F = 2p et donc F = E.
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Soit pour tout k une base (ek, uk) de Pk telle que q(ek) =
q(uk) = 0 et ϕ(ek, uk) = 1.
b = (e1, · · · , ep, u1, · · · , up) est une base de E, puisque E =
P1 ⊕ P2 ⊕ · · · ⊕ Pp.

Maintenant pour tout x = ∑
p
k=1(xkek + xk+puk) ∈ E, les

vecteurs xkek + xk+puk étant deux à deux orthogonaux (car
les plans Pk le sont) on aura

q(x) =
p

∑
k=1

q
(

xkek + xk+puk
)

= 2
p

∑
k=1

xkxk+p

Ainsi E est un espace de Artin.
N.B : avec dim E = 2p et dim F = p et donc aussi
dim F⊥ = p

q/F = 0⇐⇒ F ⊂ F⊥ ⇐⇒ F = F⊥

Résumons : Si E est un K-ev de dimension 2p muni d’une
forme quadratique q, alors

(E, q) est un espace de Artin⇐⇒
{

q est non dégénérée
il existe un sev F de E tel que F⊥ = F

Partie II

① ① L’identité de polarisation est votre amie

∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) =
1
2

(

q(x+ y)− q(x)− q(y)
)

Soient ensuite f ∈ O(E, q) et un sous-espace vectoriel F
de E.
Soient y1 ∈ f (F⊥) et y2 ∈ f (F), et soient x1 ∈ F⊥ et
x2 ∈ F tel que y1 = f (x1) et y2 = f (x2). Nous avons
alors

ϕ(y1, y2) = ϕ(x1, x2) = 0
donc f (F⊥) ⊂ f (F)⊥ . Comme f est par définition un au-
tomorphisme alors dim f (F⊥) = dim F⊥ = n− dim F et
dim f (F)⊥ = n− dim f (F) = n− dim F

et ainsi dim f (F⊥) = dim f (F)⊥ . Alors f (F⊥) = f (F)⊥

N.B : Si jamais F est stable par f (et donc f (F) = F), ce
qui précède démontre que f (F⊥) = F⊥.

② Posons pour tout (x, y) ∈ E, ψ(x, y) = ϕ( f (x), f (y)),
M =M(( f ), e) et Ω =M((q), e).
Soient x, y ∈ E et soient X = [x]e et Y = [y]e, nous avons
alors

ψ(x, y) = ϕ( f (x), f (y)) = t(MX)Ω(MY) = tXtMΩMY
doncM((ψ), e) =

tMΩM.

③ f ∈ O(E, q) ⇐⇒ ψ = ϕ ⇐⇒ M((ψ), e) =

M((ϕ), e)⇐⇒ Ω = tMΩM.

④ Si f ∈ O(E, q) alors tMΩM = Ω et en passant au déter-
minant on aura det(M)2 det(Ω) = det(Ω). q est non
dégénérée donc Ω est inversible et donc det(M)2 = 1.
Ainsi det( f ) ∈ {−1, 1}.

② F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. s
la symétrie de E d’axe F et de direction G.

① Supposons que s ∈ O(E, q).
Pour tout x ∈ F et y ∈ G, ϕ(s(x), s(y)) = ϕ(x,−y) =
−ϕ(x, y) et donc ϕ(x, y) = −ϕ(x, y) soit ϕ(x, y) = 0. F
et G sont donc orthogonaux.

Réciproquement, supposons que F et G sont orthogo-
naux.

✉ : mamouni.myismail@gmail.com
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Soit x ∈ E. x + s(x) ∈ F et x − s(x) ∈ G donc
ϕ(x + s(x), x − s(x)) = 0, ce qui donne ϕ(x, x) −
ϕ(s(x), s(x)) = 0 ou encore q(s(x)) = q(x).
Alors f ∈ O(E, q).

② Une symétrie est dans O(E, q) si et seulement si son
axe F et sa direction G son orthogonaux, F et G étant
naturellement supplémentaires nous aurions forcément
G = F⊥ (car G ⊂ F⊥ et dimG = dim F⊥ = n− dim F).

③ Soit s la reflexion de E d’axe H. Soit e un vecteur di-
recteur de la droite H⊥ et (e2, e3, · · · , en) une base de H.
H est non singulier donc H et H⊥ sont supplémen-
taires et donc b = (e, e2, · · · , en) est une base de E et
M((s), b) = diag(−1, 1, · · · , 1).
Alors det(s) = −1 et donc s ∈ O−(E, q).

④ x, y ∈ E tels que q(x) = q(y) et q(x − y) 6= 0. Soit
H = {x− y}⊥ = (K.(x− y))⊥.
Notons que q(x− y) 6= 0 implique que H⊥ ∩ H = {0} et
donc que H est non singulier.
Soit maintenant s la réflexion d’axe H.
x =

1
2
(x+ y) +

1
2
(x− y) avec











1
2
(x− y) ∈ H⊥

1
2
(x+ y) ∈ H car ϕ(x− y, x+ y) = q(x)− q(y) = 0

donc s(x) =
1
2
(x+ y)− 1

2
(x+ y) = y

N.B : si x 6= y, q(x) = q(y) mais q(x − y) = 0, il ne peut
exister de réflexions s de E telle que s(x) = y.

En effet, si une telle réflexion existait et H désignait
son axe, alors s(x − y) = y − s2(x) = y − x et donc
x − y ∈ H⊥ ou encore H⊥ = K.(x − y). Mais comme
q(x − y) = 0, alors x− y ∈ {x − y}⊥ = H. H est donc
non singulier, il ne peur être l’axe d’une symétrie orthog-
onale.

① E est un espace de Artin de dimension 2p et F un sous-espace
de E tel que q/F = 0.
Soit f ∈ O(E, q) tel que f (F) = F.
On reprend la base b = (e1, · · · , ep, u1, · · · , up) construite
dans (I I.C.5) et qui vérifie pour rappel les conditions suiv-
antes











(e1, e2, · · · , ep) est une base de F

Les plans Pk = Vect{ek, uk} sont 2 à 2 orthogonaux
∀k ∈ [[ 1, p ]] , q(ek) = q(uk) = 0 et ϕ(ek, uk) = 1.

Dans cette base, les matrices Ω et M de ϕ et de f sont de la
forme (F étant stable par f )

Ω =

(

0 Ip
Ip 0

)

et M =

(

A B
0 C

)

où A, B,C ∈ Mp(K).

D’après (III.A.1.c), nous avons Ω = tMΩM, ce qui donne
(

0 tCA
tAC tBC+ tCB

)

=

(

0 Ip
Ip 0

)

On en déduit que tCA = Ip et donc
det( f ) = det(A)det(C) = det(tC)det(A) = det(tCA) = 1.

Alors f ∈ O+(E, q).

② F un sous-espace de E tel que F = E et f ∈ O(E, q) telle que
f/F = idF.
Soit s = dim F ∩ F⊥.
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Il existe par définition du complété F des plans artiniens
deux à deux orthogonaux et tous orthogonaux à G tels que
E = G⊕ P1 ⊕ · · · ⊕ Ps.
G est non singulier donc G ⊕ G⊥ = E. Le sous-espace H =

P1 ⊕ P2 · · · ⊕ Ps et inclu dans G⊥, car les plan Pk le sont tous.
De plus dimG⊥ = dimH = n − dimG, donc G⊥ = H =
P1 ⊕ P2 · · · ⊕ Ps.
Maintenant, f/G = idG, en particulier f (G) = G et donc
f (H) = H. G et H sont ainsi des sous-espaces supplémen-
taires dans E, tous les deux stables par f donc det( f ) =
det( f/G)det( f/H) = det( f/H).
H est un espace de Artin puisque F ∩ F⊥ ⊂ H,

dim F ∩ F⊥ =
1
2
dimH et qF∩F⊥ = 0. De plus f/F = idF donc

f (F ∩ F⊥) = F ∩ F⊥. D’après la question précédente nous
avons donc det( f/H) = 1.
Par suite det( f ) = 1.
Une deuxième façon : sans utiliser la question précédente.
Il existe une base b = (ε1, · · · , εn−2s, e1 · · · , es, u1, · · · , us) de
E telle que (ε1, · · · , εn−2s) soit une base de G, (e1, e2, · · · , es)
une base de F ∩ F⊥ et pour tout k ∈ [[ 1, p ]] , (ek, uk) une base
de Pk avec q(ek) = q(uk) = 0 et ϕ(ek, uk) = 1.
Dans cette base, les matrices de ϕ et de f sont de la forme

Ω =





∆ 0 0
0 0 Is
0 Is 0



 et M =





In−2s 0 A
0 Is B
0 0 C





La matrice ∆ étant celle de ϕ/G×G, la forme de M est due au
fait que (ε1, · · · , εn−2s, e1 · · · , es) est une base de F et que
f/F = idF.

La relation Ω = tMΩM donne ici




∆ 0 0
0 0 C

tA∆ tC tBC+ tCB



 =





∆ 0 0
0 0 Is
0 Is 0





En particulier C = Is et donc det f = detC = 1.

③ f ∈ O(E, q) tel que : ∀x ∈ E, q(x) 6= 0 =⇒
(

f (x) − x 6=
0 et q( f (x)− x) = 0

)

.
F un sous-espace de E stable par f .

① Puisque q est non dégénérée, il existe au moins un
vecteur x ∈ E tel que q(x) 6= 0.
q(x − f (x)) = 0 donc forcément la famille

(

x, x− f (x)
)

est libre (et donc déjà dim E ≥ 2).
Ensuite q(x − f (x)) = 0 donc x− f (x) est orthogonal à
lui même. De plus
0 = q(x − f (x)) = q(x) + q( f (x)) − 2ϕ(x, f (x)) =
2
(

q(x) − ϕ(x, f (x))
)

donc ϕ(x, f (x)) = q(x). On en dé-
duit que ϕ(x, x − f (x)) = 0, et donc que x − f (x) est
aussi orthogonal à x.

Alors x− f (x) ∈ Vect
{

x, f (x)− x
}⊥ avec x− f (x) 6= 0.

q est non dégénérée donc forcément Vect
{

x, f (x) − x
}

est inclu strictement dans E.
Alors dimE ≥ 3.

② V = ker( f − idE).
Soit x ∈ V, alors f (x) − x = 0 et donc par contre–
apposée de l’hypothèse faite sur f , q(x) = 0. Ainsi
q/V = 0.

③ Soit x ∈ E tel que q(x) = 0 et soit H = {x}⊥.
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dimH ≥ n− 1 selon que x = 0 ou non. Comme n ≥ 3
alors dimH > n/2. On ne peur donc avoir q/H = 0,
selon (II.4.C).
Soit maintenant y ∈ H tel que q(y) 6= 0. x ∈ H⊥ donc
ϕ(x, y) = 0 et donc q(x + y) = q(x) + q(y) = q(y). De
même q(x− y) = q(y).

④ U = Im( f − idE).
Soit z ∈ U et soit donc x ∈ E tel que z = f (x)− x.
Si q(x) 6= 0 alors q(z) = q( f (x) − x) = 0.
Si q(x) = 0 alors il existe y ∈ E tel que q(x + y) =
q(x− y) = q(y) 6= 0.
q(y) 6= 0 donc q( f (y) − y) = 0.
q(x+ y) 6= 0 donc q( f (x + y)− (x+ y)) = q(z+ f (y)−
y) = 0 et donc q(z) + 2ϕ(z, f (y) − y) = 0.
De même q(x− y) 6= 0 donne q(z)− 2ϕ(z, f (y)− y) = 0.
La somme de ces deux dernières relations donne q(z) =
0.
N.B : Nous avons ainsi démontré qu’en fait : ∀x ∈
E, q( f (x) − x) = 0.

⑤ q/U = q/V = 0 donc dimU ≤ n/2 et dimV ≤ n/2.
D’après la formule du rang dimU + dimV = n donc n
est forcément paire et dimU = dimV = n/2.

q/U = 0 donc U ⊂ U⊥, dimU⊥ = n− dimU = n/2 =

dimU donc U⊥ = U.
Soient ensuite z ∈ U et x ∈ V. f (x) = x et il existe y ∈ E
tel que z = f (y)− y.
ϕ(z, x) = ϕ( f (y) − y, x) = ϕ( f (y), f (x)) − ϕ(y, x) = 0.

Donc V ⊂ U⊥. L’égalité des dimensions donne alors
V = U⊥.

⑥ E est de dimension paire et V et un sev de E de dimen-
sion n/2 tel que q/V = 0. D’après (II.C.5), E est un espace
de Artin.
De plus V = ker( f − idE) donc f (V) = V et donc
d’après (III.B.1) f ∈ O+(E, q).

Partie III N.B : Il est aisé de vérifier que
(

O(E, q), ◦
)

est un
groupe.
Si F est un sous-espace non singulier de E, on notera dans la suite
sF la symétrie orthogonale de E d’axe F.

① Si n = 1, posons E = K.e. Soit f un automorphisme de E et
posons f (e) = λe. q( f (e)) = q(e) si seulement si λ2 = 1, soit
λ = ±1. Dans ces cas f = ±idE. Les deux endomorphismes
idE et −idE sont effectivement des isométries de E, ce sont
donc les seules. −idE est la réflexion de E d’axe {0}.

② Supposons qu’il existe x ∈ E tel que f (x) = x et q(x) 6= 0.
q(x) 6= 0 donc H = (Kx)⊥ est un hyperplan non singulier,
la forme quadratique q/H est donc non dégénérée. Kx est sta-
ble par f donc H est stable par f . Soit f ′ l’endomorphisme
induit par f sur H. f ′ est un automorphisme de H et pour
tout x ∈ H, q/H( f

′(x)) = q( f (x)) = q(x) = q/H(x). Donc
f ′ ∈ O(H, q/H).
Par hypothèse de récurrence, f ′ est la composée d’au plus
n− 1 réflexions s′H′1

, s′H′2
, · · · , s′H′r de H.

Posons pour tout k ∈ [[ 1, r ]], Hk = Kx ⊕ H′k. Kx et H′k sont
orthogonaux et tous les deux non singuliers donc Hk est un
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hyperplan non singulier de E (d’après (II.A.4)).
Nous avons ensuite
{

sH1 ◦ · · · ◦ sHr(x) = x = f (x)

∀y ∈ H, sH1 ◦ · · · ◦ sHr(y) = s′H′1
◦ · · · ◦ s′H′r(y) = f ′(y) = f (y)

donc f = sH1 ◦ · · · ◦ sHr . f est ici la composée d’au plus n− 1
réflexions de E.

③ Supposons qu’il existe x ∈ E tel que q(x) 6= 0 et q(x −
f (x)) 6= 0.
Nous avons q( f (x)) = q(x) et q( f (x) − x) 6= 0 donc
d’après (III.A.2.d), la réflexion sH où H = { f (x)− x}⊥ vérifie
sH( f (x)) = x.
Posons g = sH ◦ f . Alors g ∈ O(E, q) et g(x) = x avec
q(x) 6= 0. Nous retrouvons les hypothèses du cas précédent.
Il existe donc au plus n − 1 réflexions sH1 , sH2 , · · · , sHr de E
telle que g = sH1 ◦ sH2 ◦ · · · ◦ sHr .

Sachant que s2H = idE, nous avons donc f = sH ◦ sH1 ◦ sH2 ◦
· · · ◦ sHr .
Alors f est la composée d’au plus n réflexions.

④ Le cas restant : il n’existe aucun vecteur x ∈ E tel que
q(x) 6= 0 et ( f (x) = x ou q(x− f (x)) 6= 0).

Autrement dit : ∀x ∈ E, q(x) 6= 0 =⇒ f (x) − x 6=
0 et q( f (x) − x) = 0
Nous retrouvons ainsi les hypothèses de la question (III.B.3).
Alors E est un espace de Artin et le sous-espace U = ker( f −
idE) = Im(u − idE) est de dimension p = n/2 et vérifie
q/U = 0. De plus n ≥ 3 donc en fait n ≥ 4 et p ≥ 2.
Soit (e1, e2) une famille libre de U. U = Im( f − idE) donc il
existe des vecteurs v1 et v2 dans E tel que ( f − idE)(v1) = e1

et ( f − idE)(v2) = e2.
(v1, v2) est une famille libre car sinon son image par f − idE,
ie (e1, e2) serait liée.
Soient α1, α2, β1, β2 des scalaires tels que

α1e1 + α2e2 + β1v1 + β2v2 = 0
Puisque e1, e2 ∈ ker( f − idE) en appliquant f − idE à cette re-
lation nous obtenons β1e1 + β2e2 = 0 et donc β1 = β2 = 0.
Par suite nous avons aussi α1 = α2 = 0.
La famille v = (e1, e2, v1, v2) est libre. Considérons alors le
sous-espace F = Vect(v). Nous avons

f (e1) = e1, f (e2) = e2, f (v1) = e1 + v1 et f (v2) = e2 + v2
donc F est stable par f . Soit f ′ l’endomorphisme induit par f
sur F. La matrice de f ′ dans la base v de F est

A =









1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1









Ce qui permet de rapidement voir que ker( f ′ − idF) =
Im( f ′ − idF) = Vect

{

e1, e2
}

. Notons U′ ce sous-espace.
U′ ⊂ U donc q/U′ = 0. Ce qui permet d’affirmer que
∀x ∈ F, q(x) 6= 0 =⇒ x /∈ U′ =⇒ f ′(x)− x 6= 0 et q(x− f ′(x)) = 0
À son tour f ′ vérifie les mêmes hypothèses que vérifiait l’i-
sométrie f de E donc (F, q/F) est un espace de Artin. q/F est
non dégénérée donc F est non singulier et par suite F⊕ F⊥ =
E.
Les vecteurs v1 et v2 ayant rempli leurs mission, oublions
les et considérons plutôt deux vecteurs u1 et u2 tels que
(e1, e2, u1, u2) soit une base “artinienne” de F, ie telle que

q(u1) = q(u2) = 0, ϕ(e1, u1) = ϕ(e2, u2) = 1 et Vect
{

e1, u1
}

⊥Vect
{

e2, u2
}

✉ : mamouni.myismail@gmail.com
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f (u1)− u1 et f (u2)− u2 sont des vecteurs deU′ donc on peut
écrire

{

f (u1) = u1 + α1e1 + β1e2

f (u2) = u2 + α2e1 + β2e2
ϕ( f (u1), u1) = q(u1) = 0 donne α1 = 0 et de même β2 = 0.
ϕ( f (u1), f (u2)) = ϕ(u1, u2) = 0 donne 0 = ϕ(u1 + β1e2, u2 +
α2e1) = α2 + β1.
Notre écriture devient alors

{

f (u1) = u1 + αe2

f (u2) = u2 − αe1
où α 6= 0 car u1 /∈ U′

Soit maintenant le sous-espace G1 = Vect
{

e2, u2
}⊥ de E

(noter qu’alors e1, u1 ∈ G1) et posons g = sG1 ◦ f .
F est stable par f et par sG1 donc stable par g et la ma-
trice de l’isométrie g′ induite par g sur F dans la base
u = (e1, e2, u1, u2) est

B =









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

















1 0 0 −α
0 1 α 0
0 0 1 0
0 0 0 1









=









1 0 0 −α
0 −1 −α 0
0 0 1 0
0 0 0 −1









g′ est la symétrie orthogonale de F d’axe Vect
{

ε1, ε2
}

et de di-
rection Vect

{

ε3, ε4
}

(diagonaliser B pour le voir) avec
{

ε1 = e1 − αe2 + 2u1 et ε2 = e1 + αe2 − 2u1
ε3 = αe1 + e2 + 2u2 et ε4 = αe1− e2 + 2u2

Les vecteurs εk sont choisis non isotropes et formant une base
orthogonale de F.

Si nous posons G2 = Vect
{

ε3, ε4
}⊥ alors (sG2 ◦ g)/F = idF.

Passons à F⊥ maintenant. F est stable par g donc F⊥ aussi.

Par hypothèse de récurrence l’isométrie g′′ induite par g sur
F⊥ est la composée d’au plus n− 4 réflexions sH′1 , sH′2 , . . . , sH′r
de F⊥. Posons alors pour tout k ∈ [[ 1, r ]] Hk = H′k + F. H′k
et F sont non singuliers et orthogonaux (H′k ⊂ F⊥), donc Hk

est non singulier. C’est aussi un hyperplan de E, soit donc la
refléxion sHk

de E d’axe Hk. et posons h = sH1 ◦ sH2 ◦ · · · ◦ sHr .
Nous avons alors

!

{

∀x ∈ F⊥, sG2 ◦ g(x) = g(x) = h(x)

∀x ∈ F, sG2 ◦ g(x) = x = h(x)

car si x ∈ F⊥, nous avons F⊥ ⊂ G2 et g(x) ∈ F⊥ donc
sG2 ◦ g(x) = g(x).
Et si x ∈ F, alors pour tout k ∈ [[ 1, r ]], x ∈ Hk donc sHk

(x) = x
et donc h(x) = x.
Ainsi sG2 ◦ g = h, soit sG2 ◦ sG1 ◦ f = sH1 ◦ sH2 ◦ · · · ◦ sHr , ou
encore

f = sG1 ◦ sG2 ◦ sH1 ◦ sH2 ◦ · · · ◦ sHr

Il suffit ensuite de voir que les symétries sG1 et sG2 sont cha-
cune la composée de deux réflexions (par exemple sG2 =
s{ε1}⊥ ◦ s{ε1}⊥) pour conclure que f est la composée d’au plus
n réflexions.

MAKING OF : Il s’agissait d’imiter la démarche suivie dans les
cas précédents, donc de trouver une symétrie orthogonale

sG telle que H = ker(sG ◦ f − idE) soit non nul et d’appliquer l’hy-
pothèse de récurrence à l’endomorphisme induit par sG ◦ f sur H⊥
(forcément stable par sG ◦ f ).
En aucun cas SG ne devrait être une réflexion car dans ce cas un
vecteur non nul x de H, va vérifier sG ◦ f (x) = x donc f (x) = sG(x)
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et donc f (x)− x ∈ G⊥, mais f (x)− x est isotrope et donc G⊥ ⊂ G.
G est donc non singulier et ne peut donc être l’axe d’une réflexion.
Noter que de toute façon, on aurait toujours f (x) − x ∈ G⊥ si
sG ◦ f (x) = x, et donc G⊥ doit contenir au moins une vecteur non
nul de U.
On commence par essayer d’appréhender f quand dimE = 4 (la
dimension minimale que peut prendre E), on confectionne dans le
cas général un sous-espace de E de dimension 4 stable par f et on

injecte.

N.B : la réponse est trop longue, mais après plusieurs essais in-
fructueux, c’est le mieux que j’ai pu faire. Je suis preneur pour
toute idée alternative. Mon adresse eMail se trouve dans les mé-
tadonnées du fichier PDF (menu fichier –> propriétés dans Adobe
ReaderTM) ou au début du fichier source LaTeX.
Le corrigé est inachevé.

✉ : mamouni.myismail@gmail.com
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