MAMOUNI.NEW.FR
5 M Ao UNEMY TS MATT

PROBLEMES CORRIGES-MP

Blague du jour \

—

3 amis sont au restaurant. Apres leur repas, l'addition
s’éleve a 30 dhs. Ils donnent chacun 10 dhs. Le serveur
s’apercoit qu’il s ‘est trompé dans les comptes et qu’en
fait ils ne doivent payer que 25 dhs.

Comme 5 dhs n’est pas divisible en 3, il décide de garder
2 dhs de pourboire et de leur rendre le reste. Ainsi les
amis se partagent les 3 dhs et ils ont donc payé le repas 3
fois 9dhs = 27 dhs plus les 2 dhs du serveur, cela donne
29 dhs!

Ou est passé le dernier dh?

. J

® Corrigé : Pr. Boujaida, CPGE Rabat

0

O Elémentaire mon cher Watson !

O Sixq,x2 € Eet A € Kalors pour touty € E
h(x1 +Ax2)(y) = @(x1 + Ax2,y) = @(x1,y) + Ap(x2,Y)
et donc h(xy + Axp) = h(x1) + Ah(x2).

O ALY = () ker h(a), c’est un sous espace vectoriel de E.
acA
O kerth = {x € E/ Vy € E, ¢(x,y) = 0} = E*¢, dimE =
dim E* = n donc h est un isomorphisme si et seulement si
E+¢ = {0}.
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George Boole (1815-1864)

—

teur de la logique moderne, que I’on appelle algébre de Boole en
son honneur. Autodidacte, il publia ses premiers travaux tout

maire. En effet, issu d'une famille pauvre, George Boole n’a
pas les moyens financiers d’aller l'université, il fGit obligé de
travailler pour soutenir sa famille, il devient enseignant a 16
ans. Quatre ans plus tard, il fonde et dirige sa propre école. Ses
travaux lui valurent la Royal Medal de la Royal Society.

I1 épouse Mary Everest, niece de Sir George Everest, le responsable
de la mission cartographique qui baptisa le mont Everest.

en exercant son métier d’instituteur et de directeur d’école pri-

Logicien, mathématicien et philosophe britannique. Il est le créa- |
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O 0O Sachant que pour tout forme linéaire f de E, f =
i f(e;)es, 1 suffit d’écrire pour tout (i,j) € [1,n]
=1 n n
h(e;) = Z,h(ej)(ei)e;‘k = x¢(€i,€j)€7
N.B: du fait que lqjl est symétriqlljé, sa matrice
Ah(x2)) (). M(¢),e) = (go(el-,e]-))l.]. est symétrique.
0 Lamatrice de h(x) en tant qu’élément de E* dans la base

e" est le vecteur colonne [h(x)]e = M((h),e,e")X = QX,
sa matrice en tant que forme linéaire de E dans la base
e est le vecteur ligne M (h)(x),e) = '[h(x)], = 'X'Q) =
X0

Et ainsi ¢(x,y) = h(x)(y)

M (h)(x),e)Y = 'XQY.
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N.B:sionnote X = (x;);, Y = (y;); et Q = (a;;);j alors
qo(x,y) = tXQY = Z ai]-xl-yj (*)

[x], alors [f(x)], = X et parsuite g'(f'(x)) = 'XOQX = q(x).
f est donc une isométrie de E sur E’.
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1<i,j<n
En outre, puisque M (h),e,e’) = M(¢),e) et que ¢ est
non dégénérée si seulement si /1 est un isomorphisme
alors
@ est non dégénérée <= M (¢),e) estinversible

O Soit g € Q(E), par définition de Q(E), il existe une forme

bilinéaire symétrique ¢ de E telle que 4 = q,. Si maintenant
1 est une forme bilinéaire symétrique vérifiant la méme con-
dition g = gy, l'identité de polarisation donne :
1
V(xy) € E% 9(xy) = 5(a(x +y) —q(x) —9(y)) = p(x,y)
etdonc ¢ = ¢.

0 On va noter respectivement ¢ et ¢ les formes polaires des

formes quadratiques g et q.
Supposons qu’il existe une isométrie f de (E,q) dans (E,q).
Soit e une base quelconque de E et soit ¢’ son image par l'iso-
morphisme f.
Pour tout vecteur ¢; de e et son image e; par f , ¢'(e}) =
q'(f(e;)) = q(e;) et donc par polarisation

v(i,j) €[1,n], ¢'(e; €) = p(ei€)).
ce qui signifie que M (q)’,¢') = M (q),e).
Réciproquement, supposons qu’il existe des bases e de E et
¢’ de E' telles que M (q)’,¢') = M(q),e) et notons ) cette
matrice.
Soit f l'unique application linéaire de E dans E’ qui trans-
forme e en ¢’ M((f),e,e') = I, donc pour tout x € E, si X =

2p p
O Pour toutx = Y xic; € K, gp(x) =2} xixi4p.
i=1 i=1
2p 2p

0 On pose pour tout x = Y xjc; € K2 ety = Y yici €

i=1 i=1
K??
14

Pr(y) = 5 (0 +) = () 0(9)) = i+ i)
i=
On vérifie que ¢, est une forme bilinéaire symétrique, et
que g, est la forme quadratique qui lui est associée.
La lecture de la matrice de g, peut étre faite directement
a partir de 'expression de ¢,(x,y) selon la formule (),
question (I.A.4.b).

_ (0 I
M@= (] §)
On notera dans la suite de ce corrigé ], cette derniere
matrice.

qp est non dégénérée puisque elle représentée par la ma-
trice inversible ], (det(J,) = (—1)”) dans la base canon-
ique de K.

Si maintenant (F,q) est un espace de Artin, il est
isométrique a (K**,¢,). q et g, seront donc représentées
par une méme matrice () dans des bases bien choisies de
F et de K?P. qp est non dégénérée donc toutes ses matri-
ces sont inversibles. () est donc inversible et par suite g
est non dégénérée.
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0 En remarquant que M (q),c) = Ipp, il suffit de trouver

une base e de C? telle que M(9)p,e) = Ipp. Ce qui peut

nous faire penser a une certaine méthode de Gauss (vue

pour les formes quadratiques réelles ... quand méme).
2p

Soit x = Y xpep € C*F,

k=P 1 F
ap(x) =2 Xpxpeqp = 5 Y (O 4 xkgp)® — (k= )
k=1 k=1
1(¢& 5 Ny .
= 3 Z(xk + Xy p)” + Z(ZXk — 1Xj
k=1 k=1

2p

1 & 1 .
= 3 Z(xk + xk+p)2 + 5 2 (ix—p
k=1 k=p+1
On consideére alors la famille de formes linéaires ¥ =

(Y1, %2, -+, op) définies par
Prl(x) = %(Xk +Xpp) sik €1, pllet gy(x) = \%(z‘xk_p

ZlPk

peut résumer matr1c1ellement par

1 (I, il
x = (7 P
et = 5 (17 1)

On note P cette derniére matrice.
Procédure de routine (opération par blocs, L2 <+ L2 —
L1):
' I, O\, il,|_|I, il I, il, | _ (-
Donc detP # 0 et par suite ¥ est une base de E*. Si e

de telle sorte que g, (x 2, Définitions qu’on

soit
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2p
est sa base anté-duale, alors pour tout x = Z Ykex =
k=1
2p
Y r(x)ex € E
k=1
2p
x) =) v
k=1
etdonc M ((q)p,e) = by CQFD.

N.B : Rien n‘empéche d’utiliser la méthode de Gauss
pour une forme quadratique g d’'un C-ev E. Elle per-
mettrait de prouver l'existence d’une base de formes
linéaires (¢1,¢2,...,9Pn) et de scalaires complexes
aq,0,...,0, tels que

Vx € E, q(x

Z i (x

ix) sik €[[p4 e’s%pﬂors non dégénérées si et seulement si tous les co-

Di)P

eff1c1ent «y sont non nuls, et dans ce cas en considérant
pour tout k € [1,n], un complexe By tel que f7 = a,
Y, = ﬁ‘lfk et ¢ la base anté-duale de (¢}, 95, ..., ¢),),

nous aurions
Vx = 2 ykek' 2 Yk

Ainsi par “transitivité”, si IK C et dim E est paire alors
(E,q) est un espace de Artin <=> g est non dégénérée

O La on se retrouve en terrain connu, celui des formes

quadratique réelles.
11 suffit de trouver une base ¢’ de R% telle que
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M(@)p.€) = M((q),¢c) = <%7 0 )

sion p et il vérifie : Vx € V,q,(x) = 0.
Son image f(V) est un sous espace vectoriel de F de
dimension p (f est un isomorphisme) et elle vérifie :

Vx e V, q(f(x)) = gp(x) = 0.

~1I,
2p
ou encore une base ¢’ telle que pour tout x = )y,
i=1
P 27 Partie IV
gp(x) = Z%z - ) y2. On reconnait la I'écriture -
i=1 i=p+1

canonique d’une forme quadratique de signature (p, p).
il suffit donc de montrer que la signature de g, est (p, p).
2p
Soit x = Y xjc; € R¥
i=1
p , 1 2p )
Y o (xi+ xipp)® — 5 Y (xiep— X))
i=1 i=p+1
il reste a justifier que la famille de formes linéaires
(b1, ¢, - - -, l/sz) définies par
l[)(x) =x;+Xj Sl € [[1,]9]]6’[ l/Ji(x) = Xi—p = Xj sii e [[P + 1,2p]]
est libre. Pour cela, il suffit de justifier que la matrice

<)
IP _IP

N.B: La encore, en déployant un raisonnement simi-
laires a celui fait a la fin de la question précédente, on
prouve que si K = R et dim E = 2p alors

(E,q) est un espace de Artin <= la signature de g est (p, p).

qp(x) =

N~

est inversible.

Soit (F,q) un espace de Artin de dimension 2p, et soit
donc f une isométrie de (K*,g,) sur (F, 7).

Le sous espace vectoriel V = ?)p de K% est de dimen-

O Soit i € E*. h est un isomorphisme puisque g4 est non

dégénérée, soit donc 1'unique vecteur x € E tel que
Y = h(x).
n n
On peut alors écrire p = Y h(x)(ei)ej = Y @(x,¢;)e] et
i—1 i=1

1=
par suite

Y € Vect{e, 1,€p0, - en} <= Vi €[Lp], p(x,e) =0 += x €
etdonc : ¢ € Vect{e, 1, €510, " ,en} <= P € h(FL)
Ainsi h(F-) = Vect{e; 1, €50, €5}
h est un isomorphisme donc dimFt = dimh(F') =
n — p. soit

dimF + dimF* =n
Soit x € F alors pour tout y € F*, ¢(x,y) = 0 et donc
x € (FY)*. Ce qui montre que F C (F)". Ensuite les
relations dim F 4+ dim F+ = dim F*+ + dim(F+)* = #n
donnent dim F = dim(F*)* et ainsi (F-)* = F.
Un vecteur de (F + G)* est orthogonal a tout vecteur de
F et a tout vecteur de G donc (F + G)* € F- NG etin-

versement un vecteur qui est a la fois orthogonal a tout
vecteur de F et a tout vecteur de G va étre orthogonal a

tout vecteur de F + G, soit F- NG+ C (F+ G)*.
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Alors (F+G)t =F-nG*
0 1 suffit d’appliquer le résultat du a) a F- et G et de
passer ensuite a I’orthogonal.

O Notons que F-or = {x € F/ Wy € F, ¢(x,y) =0} = FNF*.
- [1 = 2)] Supposons que F est non singulier. ¢ est donc non
dégénérée et donc d’apres (LA.3), F1or = {0} soit FNF+ =
{0}.

-[2 = 3)] Supposons que F N F+ = {0}. Nous avons dim F +
dim F+ = dimE donc F @ F- = E.

- [3 = 4)] Supposons que F & F+ = E. Alors F- N (FH)*+ =
{0} et donc (FL)L"’FL = {0}. Alors @, est non dégénérée et
donc F* est non singulier.

-[4 = 1)] Supposons que F! est non singulier. L'implication
1 = 4) ayant été justifiée, il suffit de I'appliquer a F* pour
s’assurer que F est non singulier.

O Supposons que F et G sont orthogonaux et non singuliers.

Notons que le fait que F et G soient orthogonaux signifie que

F C G*. Puisque GN G = {0} alors FNG = {0} etdoncla
somme F + G est bien directe.

Soit maintenant x € (F @ G) N (F @ G)*, et posons x =
Xp+xgouxr € Fetxg € G.

(F®G)t =F-NGtdoncx € F- NGt

x € F+ donc pour tout u € F, ¢(x,u) = ¢(xr,u) = 0, et donc
xp € FN F*. F est non singulier donc xp = 0.

De méme x € C* donne xg = 0.

Alors x = O et donc (FOG)N(F® G)t = {0}. F® G est
donc non singulier.
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O Avec les formes quadratiques de R?, g(x,y) = 2xy et
q (x,y) = x* — y?, nous avons
o((xy), (x,y) = xy +yx et ¢'((x,y), (x',y) = xx' —yy/'
((1,1),(1,—1)) est une base g-orthogonale de R?
((1,0), (0,1)) en est une base ¢'-orthogonale.
0 Soit e; = (a,b) un vecteur non nul de IR? et voyons s’il peut

exister un vecteur e; = (x,y) tel que (e1,ep) soit une base de
IR? 2 la fois g-orthogonale et g'-orthogonale. On devrait avoir

bx +ay =0
(s) { )
ax —by =0
ce systéme linéaire a pour déterminant § = —b* — a*. 1 est
non nul donc § # 0. (S) a donc pour unique solution la solu-

tion nulle.

Ainsi il n’existe aucune base de R® qui soit a la fois g-
orthogonale et g'-orthogonale.

O D’apres des résultats démontrés dans la premieres par-
ties pour toute base e de E, M((h),ee*) = (qo(ei,ej))i]..
On voit ainsi que e est une base g-orthogonale si et seule-
ment si M (h),e, e") est diagonale. Plus exactement e est g-
orthogonale si et seulement si

M (h),e,e”) = diag(q(er), q(e2), - - q(en))-
Notons aussi que puisque g est non dégénérée M (h), e, e”)
est inversible et donc dans le cas ol e est une base g-
orthogonale alors g(e;) # 0 pour touti € [[1,n].
Supposons que e est une base a la fois g-orthogonale et g'-
orthogonale de E alors

M((h)—l oh',e) _ M((h)_l, e*, B)M((h)/, e, ") = diag (Z/((:ll))/ Z/((eezz)), .. ,%
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/\/l((h)_1 ol e) est diagonale donc la base ¢ est formée de
vecteurs propres de h L o ',

0 Supposons que 1! o i’ admet n valeurs propres deux a deux
distinctes, il est donc diagonalisable. Soit e une base de diag-
onalisation et posons pour tout i € [1,n][h~ ol (e;) = Ae;
ou encore I’ (e;) = A;h(e;). Vu la définition des applications h
et I’ ceci signifie que
Vi e[1,n],Vx € E, ¢'(x,¢;) = Aip(x, e;)

Ainsi pour tout p € [1, n], un vecteur x qui serait orthogonal
aux vecteurs eq, ey, - - - , e, pour 4 le serait aussi pour ¢'.

Posons alors pour tout p € [1,n], V, = ep.Sip > 2
alors V,, N VPL_ 1 est non nul, car sinon nous aurions dim V), +
dim VpL_l <mnsoitp+ (n—p+1) =n+1 < n. Considérons
alors une famille de vecteurs (uq,uy, - - -, uy) telle que

Ui =e€1

up € V,NV,—\{0} sip>2
Pour tout p > 2, u, est orthogonal aux vecteurs
e1,€z,+ -+ ,€p—1 pour g donc aussi pour q' et donc il est ort
hogonal aux vecteurs uy, u, - -+ ,up—1 (car ils sont tous dans
Vo1 = 7p— 1) pour g et pour g'. Au final la famille
(u1,up,- -+, uy) est ala fois g-orthogonale et g’-orthogonale.

O x € E tel que x # 0 et g(x) = 0. (on dit que x est un vecteur
g-isotrope).

0 g est non dégénérée, donc x ¢ E*, il existe donc au
moins un vecteur v € E tel que ¢(x,v) # 0. En posant
z = (1/¢(x,v))v nous avons ¢(x,z) = 1.

Jeslot Noh 344

0 Avecy =z — (q(z)/2)x nous avons

2
1) = 1)+ L) - 252 gz, ) = 0

O ¢(x,y) = @(x,2) — (9(2)/2)q(x) = ¢(x,z) = 1. Donc y

est non colinéaire & x car sinon nous aurions ¢(x,y) = 0.

Soit IT le plan engendré par x et y. Pour tout vecteur
v=uax+pyell

9(v) = a®q(x) + Bq(y) +2aBo(x,y) = 2ap
Alors (I1,q,17) est un espace de Artin.

O F un sous-espace vectoriel singulier de E et (e, e, - ,€5)

une base de F N F. G un supplémentaire de F N F* dans F :
F=(FNF)aG.

O F- = (F-+F)NnG-donc FNF- = [FN(F-+F)] N
Gt =FnG™
Comme G C FalorsGNG* C FﬁFL,maisGﬁGL CcG
et GN(FNFY) = {0} donc GN G+ = {0}.
D’apres la question (II.A.3), G est non singulier.

0 Sis =1, FNFt = Key. ey € F donc ¢(ey,e1) = 0 et

pour tout v € G, ¢(ey,v) = 0. Donc g(e;) = Oete; € G*.
Considérons la restriction g; de g sur G-
D’apres la question (IL.C.1) il existe un plan artinien P;
pour g; dans G* contenant e1. P; est naturellement or-
thogonal a G pour 4. Ce qu’on nous voulions démontrer.
Sis > 2, supposons que la propriété est vraie pour tout
sous-espace F’ tel que dimF' N F'+ =5 — 1.

Posons F' = ¢s — 1 et E' = (G @& Ke;,) ™.
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G®Ke;, c Fdonc FX ¢ E.F' ¢ FNF* ¢ F' donc
F CE.

De plus ' C F* et F* C F* donc F' C F'* soit
F'NF'+ = F. {0} est le seul supplémentaire de F' N F'*
dans F'.

dim F' N F'* = s — 1 donc par hypothese de récurrence
il existe des plans artiniens P;, P, - - -, Ps_1 dans E’ qui
sont deux a deux orthogonaux et qui pour chaque k €
[1,5 — 1], P contient ey.

Ses plans, puisqu’ils sont dans E’, sont tous orthogonaux
a G et au vecteur es.

Considérons maintenant le sous-espace E' = (G & P} &
@ P_1)t.es € E" etg(es) = 0 donc il existe un plan
artinien P; de E” contenant e

Finalement

- [e] Pour tout k € [1,s], P est un plan artinien contenant
ey

- [#] Les plans Py sont deux a deux orthogonaux

- [#] IIs sont tous orthogonaux a G.

CQFD

OF=G®P, & ---DP,,les plans Py étant deux a deux orthog-
onaux et tous orthogonaux a G.

Soit x € FNF et posons

S
x=y+ ) x, ouye Getx; € P pourtoutk €[1,s]

k=1

Soitv € G.x € F~ C G*, donc ¢(x,v) = 0. Les plans P sont
orthogonaux a G donc pour tout k € [1,s], ¢(x¢,v) =0.

HE mamouni.myismail@gmail.com

On en déduit que ¢(y,v) = 0 et ceci pour tout v € G. Alors
y € GNG! etdoncy = 0.

Ensuite, soit pour k € [1,s], un vecteur quelconque vy de P,
alors ¢(x,vx) = 0 puisque Fc P, et ¢(x;,v;) = 0sii #k
puisque dans ce cas Py est orthogonal a P;.

Dot ¢(xg, vx) = 0, et ceci pour tout v € P. Mais (P, q,p,)
est artinien donc g,p, est non dégénérée, par suite x; = 0.
Finalement x = 0, et donc FNF~ = {0}.

Notons qu’en général :

-[6] F = G® P, ®---®P; donc dimF = dimG + 25 =
dimF +dim F N F™.

-[o]q/r = 0 < ¢/rcp = 0 <= VY(1,0) € F, ¢(u,0) =
0<= FCF".

Ainsi si g;r = 0, alors dimF < n — dim F et donc dimF <
n/2.

Supposons que n = 2p.

Supposons que (E, g) est un espace de Artin, il existe donc
une base e de E telle que

2p p
Vx =) xie; € E, q(x) =) XiXisp
i=1 i=1
Si on pose F = 7p, on voit alors que pour tout x € F,

g(x) = 0.dim F = p et nous avons bien g, = 0.
Réciproquement s’il existe un sous-espace vectoriel F de E
de dimension p et tel que g, = 0.

FC FtdoncFNF- =FetdoncF =P &P, & & P, ou
Py, Py, ---, P, sont des plans artiniens deux a deux orthogo-
naux. Nous avons alors dim F = 2p etdonc F = E.
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Soit pour tout k une base (ex, uy) de Py telle que g(ex) =
q(u) = 0 et (e, u) = 1.

b = (e1,---,ep,uy,---,up) est une base de E, puisque E =
PL&P®-- P,

Maintenant pour tout x = Z,f:l(xkek + Xy pik) € E, les
vecteurs xge + Xyt étant deux a deux orthogonaux (car
les plans Py le sont) on aura

p p
q(x) = Y q(xeer + X pttc) =2 ) XpeXjey
=1 =1

Ainsi E est un espace de Artin.
N.B : avec dimE = 2p et dimF = p et donc aussi
dimF+ =p

qp=0<=FCF- < F=F"

Résumons : Si E est un K-ev de dimension 2p muni d"une
forme quadratique g, alors

g est non dégénérée

O

Jeslot Noh 344

[0 L’identité de polarisation est votre amie

V) € B, plxy) = 5 (a0c+y) — q(x) — 4(v)

Soient ensuite f € O(E, gq) et un sous-espace vectoriel F
de E.
Soient y; € f(F') ety, € f(F), et soient x; € F! et
xp € Ftel que y; = f(x1) et y2 = f(x2). Nous avons
alors

il existe un sev F de E tel que F-

P(y1,y2) = ¢(x1,%2) =0

donc f(F1) C f(F)t.Comme f est par définition un au-
tomorphisme alors dim f(F1) = dim F+ = n — dim F et
dim f(F)* =n —dim f(F) = n — dim F
et ainsi dim f(F1) = dim f(F)*. Alors f(F1) = f(F)*
N.B : Si jamais F est stable par f (et donc f(F) = F), ce
qui précede démontre que f(F1) = F*.

O Posons pour tout (x,y) € E, p(x,y) = ¢(f(x), f(y)),
M = M((f),é) et() = M(((]),E)
Soient x,y € E et soient X = [x], et Y = [y]¢, nous avons
alors

p(x,y) = (f(x), f(y)) = (MX)QMY) = 'X'MOMY
donc M (), e) = ‘MQOM.
Of € OEq) = ¢ = ¢ <= M(pe =
M(¢9),e) <= Q ='MOM.
0 Si f € O(E,q) alors 'MQM = Q et en passant au déter-

minant on aura det(M)?det(Q)) = det(Q). g est non
dégénérée donc () est inversible et donc det(M)? = 1.
Ainsidet(f) € {—1,1}.

O F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. s

la symétrie de E d’axe F et de direction G.
O Supposons que s € O(E, q).

Pour tout x € Fety € G, ¢(s(x),s(y)) =
—¢(x,y) et donc ¢(x,y) = —¢(x,y) soit ¢(
et G sont donc orthogonaux.

Réciproquement, supposons que F et G sont orthogo-
naux.
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Soit x € E. x+s(x) € Fetx—s(x) € G donc
p(x +s(x),x —s(x)) = 0, ce qui donne ¢(x,x) —
¢(s(x),s(x)) = 0 ouencore g(s(x)) = g(x).

Alors f € O(E,q).

00 Une symétrie est dans O(E,q) si et seulement si son
axe F et sa direction G son orthogonaux, F et G étant
naturellement supplémentaires nous aurions forcément
G =F' (car G C F' etdim G = dim F* = n — dim F).

O Soit s la reflexion de E d’axe H. Soit ¢ un vecteur di-
recteur de la droite H et (e2,€3,- - ,ey) une base de H.
H est non singulier donc H et H sont supplémen-
taires et donc b = (e, e, -+ ,e,) est une base de E et
M(s),b) = diag(-1,1,---,1).

Alors det(s) = —1etdoncs € O (E,g).

O x,y € E tels que q(x) = q(y) et q(x —y) # 0. Soit
H={x-y}* =K (x—y)"
Notons que g(x — y) # 0 implique que H- N H = {0} et
donc que H est non singulier.
Soit maintenant s la réflexion d’axe H.

1 1
X = E(x-i—y)—i—i(x—y) avec

S(x—y) e H*

S(r+y) € Haar g(x =y, x ) = 4(x) — q(y) =0

1 1
donc s(x) = E(x +vy) — E(x +y) =y
N.B:six # vy, g(x) = q(y) mais g(x —y) = 0, il ne peut
exister de réflexions s de E telle que s(x) = y.

HE mamouni.myismail@gmail.com

En effet, si une telle réflexion existait et H désignait
son axe, alors s(x —y) = y —s?(x) = y — x et donc
x —y € H' ou encore H* = K.(x — y). Mais comme
g(x —y) = 0,alors x —y € {x —y}+ = H. H est donc
non singulier, il ne peur étre I'axe d 'une symétrie orthog-
onale.

O E estun espace de Artin de dimension 2p et F un sous-espace
de E tel que g, = 0.
Soit f € O(E, q) tel que f(F) = F.
On reprend la base b = (e1,---,ep, U1, -+ ,Up) construite
dans (II.C.5) et qui vérifie pour rappel les conditions suiv-
antes
(e1,€2,- -+ ,ep) est une base de F
Les plans Py = Vect{e, u;} sont 2 a 2 orthogonaux
vk €[[1,p], g(er) = q(m) = 0 et ey, uy) = 1.
Dans cette base, les matrices () et M de ¢ et de f sont de la
forme (F étant stable par f)
Q= (0 Ip) et M = <A B) o A, B,C € M,(K)
I, 0 0 C T pATR
D’apres (IIILA.1.c), nous avons () = MQM, ce qui donne

0 ‘CA (0 I,
'AC 'BC+'cB)  \I, 0

On en déduit que ‘CA = I,, et donc
det(f) = det(A) det(C) = det('C) det(A) = det('CA) = 1.
Alors f € OT(E, q).

O F un sous-espace de E tel que F = E et f € O(E,q) telle que

f/r = idr.
Soit s = dim F N F+.

Jesll sNsh §54

ey

Mo

Former pour réussir

-
-y

(



Mo

Former pour réussir

Jeslot Noh 344

<4
-~y

(

PROBLEMES CORRIGES-MP

4

MAMOUNI.NEW.FR
5 M AvMoUNEMY TSMATT I

Il existe par définition du complété F des plans artiniens
deux a deux orthogonaux et tous orthogonaux a G tels que
E=GoP @ - -DPs.

G est non singulier donc G @ G = E. Le sous-espace H =
PL®P--- @D etinclu dans G, car les plan Py le sont tous.
De plus dimG* = dimH = n —dimG, donc G+ = H =
PrpP---dP;.

Maintenant, f,; = idg, en particulier f(G) = G et donc
f(H) = H. G et H sont ainsi des sous-espaces supplémen-
taires dans E, tous les deux stables par f donc det(f) =

det(f,c) det(f/n) = det(f/n).

H est un espace de Artin puisque FNF.X C H,

dimFNF*+ = %dimH et gr~r. = 0. De plus f,r = idr donc
f(FNFY) = FNFL Dapres la question précédente nous
avons donc det(f,y) = 1.

Par suite det(f) = 1.

Une deuxiéme fagon : sans utiliser la question précédente.
Il existe une base b = (€1, -+ ,€,_0s,€1- - ,€5, U1, -+ ,Us) de
E telle que (g1, - - ,€4—2s) soit une base de G, (e1,e2,- - ,€s)
une base de F N F* et pour tout k € [1,p], (e, ux) une base
de P avec q(ex) = q(ug) = 0 et p(ex, ux) = 1.

Dans cette base, les matrices de ¢ et de f sont de la forme

A0 O I[h—2s 0 A
Q=0 0 L]|etM= 0 L B
0 L O 0 0 C

La matrice A étant celle de ¢ 5, la forme de M est due au
fait que (e1,---,€4-2s,€1- - ,€5) est une base de F et que

f/p = idy.

La relation Q) = {MQM donne ici

A 0 0 A0 0
0 0 C =10 0 I
FAA 'C 'BC+ICB 0 I, 0

En particulier C = [; et donc det f = detC = 1.

O f € O, q) telque : Vx € E, g(x) # 0 = (f(x) —x #

0 et q(f(x) —x) = 0).

F un sous-espace de E stable par f.

O Puisque g est non dégénérée, il existe au moins un
vecteur x € E tel que g(x) # 0.
q(x — f(x)) = 0 donc forcément la famille (x,x — f(x))
est libre (et donc déja dim E > 2).
Ensuite g(x — f(x)) = 0 donc x — f(x) est orthogonal a
lui méme. De plus
0 = gq(x = f(x)) = q(x) +q(f(x)) = 2¢(x, f(x)) =
2(q(x) — @(x, f(x))) donc ¢(x, f(x)) = q(x). On en dé-
duit que ¢(x,x — f(x)) = 0, et donc que x — f(x) est
aussi orthogonal a x.

Alors x — f(x) € Vect{x, f(x) — x}L avec x — f(x) # 0.

q est non dégénérée donc forcément Vect{x, f(x) — x}
est inclu strictement dans E.

Alors dim E > 3.

O V =ker(f —idg).
Soit x € V, alors f(x) —x = 0 et donc par contre-
apposée de I'hypothese faite sur f, g(x) = 0. Ainsi

q,v = 0.
0 Soit x € E tel que g(x) = 0 et soit H = {x}*.
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dim H > n — 1 selon que x = 0 ou non. Comme n >
alors dimH > n/2. On ne peur donc avoir g, =
selon (I1.4.C).

Soit maintenant y € H tel que q(y) # 0. x € H* donc
¢(x,y) = Oetdoncg(x +y) = q(x) +4(y) = q(y). De
méme q(x —y) = q(y)-

0 U = Im(f — id).
Soit z € U et soitdonc x € E tel que z = f(x) — x.
Sig(x) # 0alors g(z) = q(f(x) —x) =0.
Si g(x) = 0 alors il existe y € E tel que g(x +y) =
q(x —y) = q(y) # 0.
q(y) # 0 doncq(f(y) —y) = 0.

q(x +y) #0doncg(f(x +y) — (x+y)) = q(z+ f(y) -
y) = 0etdoncq(z) +2¢(z f(y) —y) =0.
De méme g(x —y) # 0 donne g(z) —2¢(z, f(y) —y) = 0.

La somme de ces deux dernieéres relations donne g(z) =
0.

N.B: Nous avons ainsi démontré qu’en fait : Vx ¢
E q(f(x) —x) =0.

O gqu = q/v = 0donc dimU < n/2 et dimV < n/2.
D’apres la formule du rang dim U + dim V' = n donc n
est forcément paire et dimU = dimV = n/2.

g/u = 0donc U Cc U*, dimU* = n —dimU = n/2 =
dim U donc U+ = U.
Soient ensuitez € Uetx € V. f(x) = xetilexistey € E
telquez = f(y) —v.
¢(z,x) = ¢(f(y) —y,x) = ¢(f(y), f(x)) — o(y,x) = 0.

3
0,

HE mamouni.myismail@gmail.com

Donc V C U". L'égalité des dimensions donne alors
V=Uu-

O E est de dimension paire et V et un sev de E de dimen-
sionn/2tel que q,y = 0.D’apres (I1.C.5), E est un espace
de Artin.

De plus V' = ker(f —idg) donc f(V) =
d’apres (IILB.1) f € O (E,q).

V et donc

N.B: Il est aisé de vérifier que (O(E,q),0) est un
groupe.

Si F est un sous-espace non singulier de E, on notera dans la suite
sr la symétrie orthogonale de E d’axe F.

0 Sin =1, posons E = K.e. Soit f un automorphisme de E et
posons f(e) = Ae. g(f(e)) = g(e) si seulement si A> = 1, soit
A = £1. Dans ces cas f = +idg. Les deux endomorphismes
idp et —idg sont effectivement des isométries de E, ce sont
donc les seules. —idg est la réflexion de E d’axe {0}.

0 Supposons qu’il existe x € E tel que f(x) = x etg(x) # 0.
g(x) # 0 donc H = (Kx)* est un hyperplan non singulier,
la forme quadratique g, est donc non dégénérée. Kx est sta-
ble par f donc H est stable par f. Soit f' I'endomorphisme
induit par f sur H. f’ est un automorphisme de H et pour
tout x € H, q/n(f'(x)) = q(f(x)) = q(x) = ¢g;1(x). Donc
f' € O(H,q/n).

Par hypothése de récurrence, f’ est la composée d’au plus
n — 1 réflexions s’Hi,shé,- .o ,s}ﬂ de H.

Posons pour tout k € [1,7], Hy = Kx & H;. Kx et H; sont
orthogonaux et tous les deux non singuliers donc H est un
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hyperplan non singulier de E (d’apres (I1L.A.4)).
Nous avons ensuite
SH1 O--- OSHV(.'X') =X = f(.'X')

VyEH,SHlo"'OSH,(y):S/H{O"'OSQ{;(W:f/(y):f(y)

donc f = sy, o---osp,. f esticila composée d’au plusn — 1
réflexions de E.

Supposons qu’il existe x € E tel que q(x) # 0 et g(x —
f(x)) # 0.

Nous avons g(f(x)) = g(x) et g(f(x) —x) # 0 donc
d’apres (IIL.A.2.d), la réflexion sgy ott H = { f(x) — x}* vérifie
su(f(x)) = x.

Posons ¢ = syo f. Alors ¢ € O(E,q) et g(x) = x avec

g(x) # 0. Nous retrouvons les hypotheses du cas précédent.

Il existe donc au plus n — 1 réflexions sy,,sy,, -+ ,sp, de E
telle que ¢ = sy, ©SH, 0 - - - 0 5,.

Sachant que S%{ = idg, nous avons donc f = sy o sy, 05y, ©
- 05qH,.

Alors f est la composée d’au plus n réflexions.

Le cas restant : il n’existe aucun vecteur x € E tel que

9(x) # et (F(x) = x ou g(x — f(x)) # )
Autrement dit : Vx € E, gq(x) # 0 = f(x) —x #
0etq(f(x) —x) =0

Nous retrouvons ainsi les hypotheses de la question (IIL.B.3).

Alors E est un espace de Artin et le sous-espace U = ker(f —
idg) = Im(u —idg) est de dimension p = n/2 et vérifie
g/u = 0.Deplusn > 3 doncen faitn > 4etp > 2.

Soit (e1,ep) une famille libre de U. U = Im(f — idg) donc il
existe des vecteurs v; et v, dans E tel que (f —idg)(v1) = e

Jeslot Noh 344

et (f —idg)(v) = ep.
(v1,v2) est une famille libre car sinon son image par f — idg,
ie (eq, ep) serait liée.
Soient a1, ay, B1, B2 des scalaires tels que
x1e1 + agey + B101 + Pavy =0

Puisque e1, e, € ker(f —idg) en appliquant f — idg a cette re-
lation nous obtenons Bie; + Bre2 = 0 et donc 1 = B2 = 0.
Par suite nous avons aussi a1 = ap = 0.
La famille v = (eq,e,v1,v2) est libre. Considérons alors le
sous-espace F = Vect(v). Nous avons

f(el) = €1,f(€2) = ez,f(vl) =e+01 etf(Uz) =€+ Uy
donc F est stable par f. Soit f’ I'endomorphisme induit par f
sur F. La matrice de f’ dans la base v de F est

10

10
01
A= 10
01

o O O
OO =

Ce qui permet de rapidement voir que ker(f — idp) =
Im(f' —idp) = Vect{e,e,}. Notons U’ ce sous-espace.
U’ C U donc g,y = 0. Ce qui permet d’affirmer que

VxeF, g(x) 20=x¢ U = f'(x) —x #0etqg(x— f'(x)) =0

A son tour f’ vérifie les mémes hypothéses que vérifiait 1'i-
sométrie f de E donc (F,q,F) est un espace de Artin. q,f est

non dégénérée donc F est non singulier et par suite F @ F- =
E.

Les vecteurs v; et v; ayant rempli leurs mission, oublions
les et considérons plutdt deux vecteurs u; et up tels que
(e1, 2, U1, Uup) soit une base “artinienne” de F, ie telle que

q(u1) = q(uz) = 0, ¢(e1, u1) = @(ez, up) = 1 et Vect{ey, uq } LVect{ep, us }
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f(uy) — uy et f(up) — up sont des vecteurs de U’ donc on peut
écrire

f(u1) = ug +aze; + Brez

f(u2) = uz + azeq + Baez
@(f(u1),u1) = q(u;) = 0 donne a; = 0 et de méme B, = 0.
¢(f(ur), f(uz)) = @(ur, u2) = 0 donne 0 = @(uq + prey, ur +
arer) = ay + Bi.
Notre écriture devient alors

f(ur) = uy + ey

otta # Ocaruy ¢ U’
f(uz) = Uy — ey

Soit maintenant le sous-espace G; = Vect{ey, uz}L de E
(noter qu’alors e, u; € Gp) et posons ¢ = sg, o f.

F est stable par f et par sg, donc stable par ¢ et la ma-
trice de l'isométrie ¢’ induite par ¢ sur F dans la base
u = (eq, ey, Uy, Uup) est

1 0 0 O 100 —« 1 0 0 -«
B— 0 -1 0 O 0l a 0]_|0 -1 —a O
0 01 0 001 O 0 0 1 0
0 0 0 -1 000 1 0 0 0 -1

¢’ est la symétrie orthogonale de F d’axe Vect{¢;, ¢, } et de di-
rection Vect{es, &4 } (diagonaliser B pour le voir) avec

€1 =e1 —aer+2u; et e =e;+waey —2uy

€3 =wne1 +e+2uy et e =we; —ey+2up
Les vecteurs ¢; sont choisis non isotropes et formant une base
orthogonale de F.
Si nous posons G, = Vect{e3, 84}J_ alors (sg, 0 g)/r = idp.

Passons & F1 maintenant. F est stable par g donc F* aussi.
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Par hypothese de récurrence I'isométrie ¢” induite par ¢ sur
F* estla composée d’au plus 1 — 4 réflexions s HYsSH)s -/ SH]
de F*. Posons alors pour tout k € [1,7] Hy = Hj + F. Hj,
et F sont non singuliers et orthogonaux (H; C F1), donc Hy
est non singulier. C’est aussi un hyperplan de E, soit donc la
refléxion sy, de E d’axe Hy. et posons h = sy, 0sp, 0 -+ - 0 sp,.
Nous avons alors

 JVx e Ft, sg,08(x) = g(x) = h(x)

| Vx €F, sg,0g(x) =x=h(x)
car si x € F!, nous avons F- C G; et g(x) € F' donc
56, 08(x) = g(x)-
Etsi x € F, alors pour tout k € [1,7], x € Hy donc sy, (x) = x
et donc h(x) = x.
Ainsi sg, 0 ¢ = h, soit sg, 0sg, © f = sy, 08y, 0+ - 05y, ou
encore

f =56G,05G,98H, ©SH, © "+ O5H,

Il suffit ensuite de voir que les symétries sg, et s, sont cha-
cune la composée de deux réflexions (par exemple sg, =
S{ey} L ©S{e,) 1) pour conclure que f estla composée d’au plus
n réflexions.

AKING OF : Il s’agissait d’imiter la démarche suivie dans les

cas précédents, donc de trouver une symétrie orthogonale

s¢ telle que H = ker(s¢ o f — idg) soit non nul et d’appliquer I'hy-

pothese de récurrence a 'endomorphisme induit par s o f sur H*
(forcément stable par s¢ o f).

En aucun cas Sg ne devrait étre une réflexion car dans ce cas un

vecteur non nul x de H, va vérifier sg o f(x) = x donc f(x) = sg(x)
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et donc f(x) — x € G, mais f(x) — x est isotrope et donc G C G. injecte.

G est donc non singulier et ne peut donc étre ’axe d’une réflexion.

Noter que de toute facon, on aurait toujours f(x) —x € G* si N.B : la réponse est trop longue, mais apres plusieurs essais in-
sgof (x) = x, et donc G doit contenir au moins une vecteur non fructueux, c’est le mieux que j’ai pu faire. Je suis preneur pour
nul de U. toute idée alternative. Mon adresse eMail se trouve dans les mé-
On commence par essayer d’appréhender f quand dimE = 4 (la tadonnées du fichier PDF (menu fichier —> propriétés dans Adobe
dimension minimale que peut prendre E), on confectionne dans le Reader™) ou au début du fichier source LaTeX.

cas général un sous-espace de E de dimension 4 stable par f et on Le corrigé est inachevé.
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