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Partie I. EXEMPLES ET RESULTATS GENERAUX

U

Un premier exemple

0 T'équation différentielle en question est: (£,) 1 y' —y =

—e*, dont la solution s’écrit y = yy + Yo ot yg solution
générale de 1’équation homogene: (EH) : Y —y = 0
et yo solution particuliere de (£f,). On a yy(x) = Ae’
et a l'aide de la méthode de la variation de la constante,
on pose yo(x) = A(x)e* , on injecte cette solution dans
l’équation et on trouve A'(x) = —1, d’ott yp(x) = —xe”.
Donc y(x) = (—x + A)e*. Cette équation ne possede au-
cune solution bornée au voisinage de +-oco.

0 0O De méme on a : I'équation différentielle en question

est: () : ¥ —y = —e**, dont la solution s’écrit
Y = YH + Yo ou yy solution générale de I'équation
homogene : (EH) : ¥ —y = 0 et yp solution par-
ticuliere de (&f,). On a yy(x) = Ae’ et a l'aide
de la méthode de la variation de la constante, on
pose yo(x) = A(x)e* , on injecte cette solution
dans I'équation et on trouve A'(x)e* = —e**, d’ou
1 ox 1 ox e
yo(x) = ¢ .Donc y(x) = ¢ + Ae*.

0 Donc une condition nécessaire et suffisante sur «
pour que cette équation admet des solutions bornées

au voisinage de +-co est que & < 0, en prenant A = 0
mais cette solution n’est pas bornée sur R.

O Résultats généraux

U

U

O

L’ensemble des solutions de I'équation différentielle (£)
est un espace affine de dimension 1.

Soit y une solution de I'équation différentielle (£¢), donc

Y(x)e™)" = ((x) —y(x))e™ = —f(x)e™™ , d'ou

y(x)e ™ = /\—/ e 'f(t)dtetdoncy = yy : x —
0

X * —t
¢ </\—/0 e'f(t) dt), AeR
Si on suppose que la solution y, est bornée au voisinage

X
de +o0, alors A — / e f(t) dt = yy(x)e ™ 0 et
0

~+o00
e~ 'f(t) dt est convergente et vaut

—
X—+00
donc l'intégrale /

0
A.
L’équation différentielle (£f) peut avoir au maximum
une solution bornée au voisinage de +oo, en prenant

—+o00
A= / e 'f(t) dt, a condition que lintégrale
0
—+00
/ e 'f(t) dt soit convergente.
0
O Pour tout réel x, on a: Yp(x) = ex<)\f -
x 0
/e_tf(t) dt) = ex</ e 'f(t) dt +
0 x
+o00 +00
/ e (1) dt) :ex/ e~ F(F) dt.
0 x
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[ La solution Yy n’est pas nécessairement bornée au

voisinage de 4o si on prend par exemple f(t) = e?,

dans ce cas Yf(x) = 202 — oo
X—r 400

Si f est bornée par une constante M, alors
+o00 400
[ et e < [ el ar <
X

X
+o0
M / e~ dt = Me™, donc lintégrale
X

~+o00

e 'f(t) dt est bien définie donc Y¢(x) =

—+00
e’ / e 'f(t) dt est bien définie et bornée aussi
X

par M, comme l'équation admet au maximum une
solution bornée alors c’est I'unique solution bornée,
sur IR, de I'équation différentielle (£y).

Si f tend vers 0 en +oo, alors Ve > 0 3A > 0
tel que Vx €¢ R : x > A = |f(x)] < e Ainsi
Vx > Aona:|[f(t| < e Vt > xdonc |Yr(x)| =

400 +00

e [ et a < e [ epy Jar <
X X
—+o00

ee* e”'dt = ¢, d’ott Yy possede aussi une lim-

X
ite nulle en +co.
Si maintenant f tend vers 0 en —oco, alors Ve >

0 JA < OtelqueVx ¢ R : x < A =
If(x)] < e Ainsi Vx < A on a: [f(t| < e

+o0
Wx < t < A, donc |Y,(¥)] = |ex/ e F(1) dt| <
X

+oo A
[ et Jde = e [T tp) e +
X X
+o0 “+o0
e"/ e~!|f(t) |dt, or ex/ eF(E) At = 0
A A
—+o00
quand x — —oo, car / e '|f(t) |dt est une con-
A

A
stante qui ne dépond pas x et ex/ e !|f(t) |dt <
X

A
e | eledt =ee (e —e ) =e(1 - ) < g et

X
donc Yy possede une limite nulle en —oo.

Un autre exemple

_ 1 (ep+2)x)"

7 L@l = <zp+1>!2§o T
o(2p+2)x - o(2p+2)x

—— finie Up — =
2p +1)! ;§11§)| s pg)(zwrl)!

X

=0 (2p +1)!
réel x, la suite double (u,,,(x)) (

o .y X
0 Le rayon de convergence de la série entiere ) an—,

est

D
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( x)2p+1
= e*sh(x) aussi finie et donc, pour tout

n,p) N2 est sommable.

n

n>0
alors infinie et sa somme est ) ) u,p(x) =
p=>0n>0

Z p(2p+2)"x

p=0n>0 (2p+1)tnt
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2 (—=1)* Z ((2p +2)x)" _ 2 ((_1);7 o(2P+2)x _

Sep+l) s Al — (2p +1)!

oy CDE

X a X
Py 2p 1)) = e*sin(e").

A A
l'intégrale / e tu(t) dt = / sin(e)dt =
0 0

B=¢" gin(x)
/ . dx est alors une intégrale classique conver-
1
—1)F
o

gente car de méme nature que la série alternée )

On a effectué le changement de variable x = ¢'.

—+00
Hu(t) dt = / sinb g
ex 0

en effectuant le changement de variable 6 = e'.

—+00
Pour tout réel x, on a: / e
X

—+00
Yu(x) = e"/ e 'u(t) dt est déja bornée en oo
X

A
car / e~ 'u(t) dt converge, il reste donc a I’étudier en
0

—oo. faisons une intégration par partie dans l'intégrale
s1n9 cosf] +% cos 0
SLLApT - [ S5 dol =

/. N = R A

cose” T cos ¢ 1 T ] 2

< = —ds = = dot
<= +/ex ¥ a0 < -+ |, Qqu =, dou

Y@l =l [ e tuydn = o [ SR el < 2

x ex
donc la solution Y, de l"équation différentielle (£,) est
bornée sur R.

Partie II. CAS D’UNE FONCTION INTEGRABLE

A- Cas ou f est intégrable sur R

U

U

0

La fonction G est continue, car primitive, bornée et tend vers
0 en —oo car f intégrable sur R.

f est intégrable sur IR, donc sa limite en +co ne peut qu’étre
finie et donc f ne peut qu’étre bornée par une constante M,

A
d'ou VA > x,ona: / e”!|f(t)dt| < Me™*. Donc, pour tout
X

réel x, la fonction t — e ' f(t) est intégrable sur [x, +oo].

e f(t) dt| <
+o0 400 +oo

e[ el dr < e [ e pwlar = [ If)] d,
X X X

|f(t)| dt et tend vers 0 en

+o00
Et dans ce cas: Vx € R, |Yf(x)| = |ex/
X

—+o0
donc Yf est bornée sur R par /

— 00

+00
+o0 car / |f(t)] dt tend vers 0 en +oco.
X

—+o0
D’autre part Vx € R, Y¢(x) = ex/ e 'f(t) d

e /+Ooe_tG’(t) dt = e* [e7'G(t) t_>+°°+ / e 'G(t)
—G(x) + Yg(x)

car 11I_~1_’1 e 'G(t) = 0, puisque G est bornée et donc Y; tend

vers 0 en —oo car G et Y tendent vers 0 en —oo.

On a f intégrable R = | f| intégrable R, donc de facon
pareille on montre que la solution Y/;| de I'équation différen-
tielle (£||) est bornée et tend vers 0 en =+co.

Ona: Yy (t) = Y"ﬂ(t) + [f(#)|, or Y|'f| intégrable car Y tend
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vers 0 en +oo et |f| intégrable donc Y|s intégrable sur R et
par suite Yy est aussi intégrable sur R puisque Y| < Y|¢.

—+o0
Effectuons une intégration par parties, donc : /
—00

Yy(x)dx =

/+oo /+°° = [ex /:00 e tf (1) dt} Hi: X
/_oo e f(x)dx _/ f(x) dx, car 11rn e / e_tf(t) At —

0, puisque la la fonction t —— e -+ f ( ) est intégrable et
+o0 —+o00

|e"/ e (1) di] < / F(£)] dt = 0 quand x — oo
X X

V(f,g) € E, VA € R, on a: ®(f + Ag)(x) =
00 +o00
Yiiag(x) = /x e ' (f(t) + Ag(t) dt = /x e () dt +

AT dr = Y0+ 2% () = @) +AR() ),
d’ou
@?f +Ag) = ®(f) + AD(g) et par suite P est linéaire, de plus

d’apres les questions précédentes si ¢ est une fonction réelle
continue et intégrable sur IR, alors Y, = ®(g) I’est aussi, donc
® : ¢ — Y, est un endomorphisme de E, d’autre part :

—+00 —+00 —+00
Nl(Yg)z/oo |Yg(t)|dt§/_oo Y|g(t)|dt:/_oo 2(t)] di =

_ )
Np(g), d’out @ est continue avec ||®| = sup M <
g0 N1 (&)

1, de plus, pour ¢ > O on a: Y, > 0, dou Ni(Yy) =
+oo +00
/ Y, (t) dt:/ ¢(t) dt, d'ot =1.

B- Cas ou I'intégrale de f sur R converge

O La fonction F est continue sur IR, car c’est une primitive, et en
plus admet une limite nulle en +f3 par construction de F et
une limite finie en —f8 car 1'intégrale converge, donc bornée
et tend vers 0 en +o0.

00 Méme raisonnement que celui de la question II.A.4) En dé-
duire que la solution Yy de I'équation différentielle (£s) est
bornée et tend vers 0 en +co.

[l Ainsion a: Yf = F — Yf, or F bornée et tend vers 0 en —oo,
donc Yg aussi et donc Yy vérifie la méme chose.

00 Méme raisonnement que celui de la question II.A.7).

Partie III. CAS D’UNE FONCTION PERIODIQUE

O f est 2rm—périodique continue, donc bornée sur R, d’ou Yy
aussi, or 1'équation différentielle () possede au maximum
une solution bornée qui est donc la fonction Y.

O On effectue le changement de variable u = t — 27t donc yr(x +

. x12r 8 —t X427 8 —t—27 .
2m) = e e 'f(t) dt e e f(t
x+27 x

+8
2m) dt = ex/ e 'f(t) dt = Yp(x), donc Yy est 27—
X
périodique et de classe C', comme produit de deux fonction
de classe C'.

O Les coefficients de FOURIER complexes de Yy sont donnés par
la formule :

Vk € Z a(Yr) = —/0 Yf(x)e_ikx dx =
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U

(1—ik)t

1 27 , +8 1 e
- (1—ik)x —t _
Zn/o ‘ (/x ‘ f(t)dt) b 2n([1—ik

1 n —t W ck(f) _
270(1 — ik) (ez /Zn f(t) dt /0 e S dt) e
() car
L™ ik+ﬁ +R
62”/2 e f(t) dt = /0 e”'f(t) dt en effectuant le change-

ment de variable u = t — 27 et utilisant le fait que f est

R
ce(f1)
A— ik T

2m—périodique. D'ou Vk € Z :

0 Pour toutn € IN,ona: c(fy) =

[ Parceque Yy de classe C! bornée.

0y <|C CFOl+ ee(F) ) MY <|C kf1)|+|Ck(f1)|>

kelN keN
est finie car c’est la série de FOURRIER de f; en xp ol

/x-&-ﬁ e_tf(
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X dt] o . /zrd\é szfz(xoﬂ = ma A
0 D]aprlf,lé le t eore e de DIRICHLET, on a: Vn €
IN*, Vxe€Rona: '
fu(x) —eo(fu)| = IkZ ci(fu)e™|
cZ*
< ) le(fu)l
kezZ*
= ) lex(fi)l + lex(fn)]
A A )
_ke%* 1+ ik 1 " 1= ikn 1
1 n—1 400
<(75) I (estmr i)

car [1 +ik| = V1+k*>2et|l —ik| = V1+k*>2.de
plus co(fn) = co(f) d’otr le résultat.

00 Le mode de convergence de la suite (f,),en est le méme

1 \"1
ue celui de la suite géométrique | —

A la prochaine

.
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