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On considère dans ce problème deux fonctions a, b : ! ö "  qu'on suppose de classe C1 .
On étudie ici un algorithme d'approximation de la solution y de l'équation différentielle  linéaire
du premier ordre (E) : y£HtL = aHtL yHtL + bHtL  qui vérifie la condition yH0L = y0  où y0  e ".

Pour obtenir une approximation de yHT L  pour un réel donné T  0,  on introduit un entier N ¥ 1
et  la  subdivision  0 = t0 < t1 < ... < tN-1 < tN = T  du  segment  @0, TD,  où  tk = kTÅÅÅÅÅÅÅÅ

N
 H0 § k § NL.

On définit alors une suite finie y0 = yH0L, y1, ... , yN  par les formules suivantes :H1L " k e 80, 1, ... , N - 1<, yk+1 = yk +
T
ÅÅÅÅÅÅÅ
N

 HaHtk L yk + bHtk LL.
(On a obtenu celles-ci en remplaçant dans (E) y£Htk L par le taux d'accroissement 

yHtk+1 L-yHtk LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
tk+1 -tk

).

‡ Partie I
Dans cette partie, on étudie le cas où les deux fonctions a et b sont des constantes réelles.
On étudie donc la solution y du problème de Cauchy suivant (avec y0  e !) :

" t e !, y£HtL = a yHtL + b et yH0L = y0.
Dans ce cas, la suite finie y0 = yH0L, y1, ... , yN  est donnée par les formules suivantes :H2L " k e 80, 1, ... , N - 1<, yk+1 = yk +

T
ÅÅÅÅÅÅÅ
N

 Ha yk + bL.
1°) Etude de l'algorithme
a) Ecrire l'algorithme permettant d'obtenir yN  quand a, b, y0, T  et l'entier N sont donnés.
b) Préciser en fonction de N le nombre global d'opérations +, –, ä et / effectuées.

2°) Etude d'un cas particulier Hy£HtL = yHtLL
On suppose que a = 1 et b = 0,  donc que l'équation différentielle s'écrit y£HtL = yHtL.
a) Résoudre l'équation différentielle et préciser yHT L  (sachant que yH0L = y0 ).
b) Préciser l'expression de yN  et montrer que limN Ø +¶ yN = yHT L.
c) Donner un équivalent de yHT L - yN  quand N tend vers +¶.

3°) Etude du cas général Hy£HtL = a yHtL + bL
On suppose que a e !*  et b e !,  donc que l'équation différentielle s'écrit y£HtL = a yHtL + b.
a) Résoudre l'équation différentielle et préciser yHT L  (sachant que yH0L = y0 ).
b) Déterminer yk  pour 0 § k § N  à l'aide de la suite auxiliaire zk = yk + bÅÅÅÅ

a
.

c) Préciser l'expression de yN  et montrer que limN Ø +¶ yN = yHT L.
d) Donner un équivalent de yHT L - yN  quand N tend vers +¶.
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Équations différentielles
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XM6-CPGE MY YOUSSEF

RABAT LE 26 MARS 2010



‡ Partie II
Dans cette partie, on étudie le cas où les deux fonctions a et b sont des constantes complexes.
On étudie la solution y du problème de Cauchy suivant (avec y0  e ") :

" t e !, y£HtL = a yHtL + b et yH0L = y0.
Les candidats veilleront dans cette partie à ne pas écrire de logarithme de nombres complexes.

4°) Etude d'un cas particulier Hy£HtL = i yHtLL
On suppose que a = i et b = 0,  donc que l'équation différentielle s'écrit y£HtL = i yHtL.
a) Préciser yHT L (sachant que yH0L = y0 ).
b) Préciser le module rN  du complexe 1 + i TÅÅÅÅÅÅ

N
,  puis déterminer limN Ø +¶ HrN LN .

    Montrer que le complexe 1 + i TÅÅÅÅÅÅ
N

 admet un argument qN  compris entre - pÅÅÅÅ
2

 et pÅÅÅÅ
2

. 

    Vérifier que qN = ArctanI TÅÅÅÅÅÅ
N
M,  puis déterminer limN Ø +¶ N qN .

c) Préciser l'expression de yN  et montrer que limN Ø +¶ yN = yHT L.
5°) Un résultat préliminaire

a) Etablir que 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Nk  JN

k
N § 1ÅÅÅÅÅÅ

k!
 si k et N sont deux entiers naturels tels que k § N .

    En déduire l'inégalité suivante pour tout nombre complexe z donné :¢ez - J1 +
z

ÅÅÅÅÅÅÅ
N

NN ¶ § ‚
k=0

N

 J 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
k !

-
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Nk

 JN
k
NN †z§k + „

k=N+1

+¶ †z§k
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
k !

.

b) Etablir que °ez - I1 + zÅÅÅÅÅÅ
N
MN • § e†z§ - I1 + †z§ÅÅÅÅÅÅ

N
MN ,  et que limN Ø +¶ I1 + zÅÅÅÅÅÅ

N
MN = ez .

6°) Etude du cas général Hy£HtL = a yHtL + bL
On suppose que a e "  et b e ",  et que l'équation différentielle s'écrit y£HtL = a yHtL + b.
a) Résoudre l'équation différentielle et préciser yHT L  (sachant que yH0L = y0 ).
   (On remarquera que l'équation est équivalente à He-a t  yHtLL£ = b e-a t ,  et on intégrera).
b) Préciser l'expression de yN  à l'aide des formules (2) et montrer que limN Ø +¶ yN = yHT L.
‡ Partie III
On revient au cas général et on étudie donc la solution y du problème de Cauchy suivant :

" t e !, y£HtL = aHtL yHtL + bHtL et yH0L = y0.
Dans ce cas, la suite finie y0 = yH0L, y1, ... , yN  est donnée par les formules précédentes (1).

7°) Etude du cas où a est la fonction nulle Hy£HtL = bHtLL
On suppose que l'équation différentielle se réduit à y£HtL = bHtL.
a) Préciser à l'aide d'une intégrale l'expression de yHT L (sachant que yH0L = y0 ).
b) Montrer à l'aide des formules (1) que yN  est donné par la relation suivante :

yN = y0 +
T
ÅÅÅÅÅÅÅ
N

 ‚
k=0

N-1

 bJ kT
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
N

N.
    En reconnaissant une somme de Riemann, en déduire que limN Ø +¶ yN = yHT L.
8°) Etude du cas où b est la fonction nulle Hy£HtL = aHtL yHtLL
On suppose que l'équation différentielle se réduit à y£HtL = aHtL yHtL,  avec a à valeurs réelles.
a) Préciser à l'aide d'une intégrale l'expression de yHT L (sachant que yH0L = y0 ).
b) On considère la suite HpN L  définie pour N ¥ 1 par :

2



8°) Etude du cas où b est la fonction nulle Hy£HtL = aHtL yHtLL
On suppose que l'équation différentielle se réduit à y£HtL = aHtL yHtL,  avec a à valeurs réelles.
a) Préciser à l'aide d'une intégrale l'expression de yHT L (sachant que yH0L = y0 ).
b) On considère la suite HpN L  définie pour N ¥ 1 par :

pN = ‰
k=0

N-1 J1 +
T
ÅÅÅÅÅÅÅ
N

 aJ k T
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
N

NN.
•  Etablir, lorsque N est assez grand, qu'on a : " k e 0,1, ... , N–1}, ° TÅÅÅÅÅÅ

N
 aI k TÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

N
M• § 1ÅÅÅÅ

2
.

•  Etablir l'inégalité x - x2 § lnH1 + xL § x  pour tout nombre réel x ¥ - 1ÅÅÅÅ
2

.

•  En déduire un encadrement de lnHpN L et les limites de lnHpN L  et pN  quand N tend vers +¶.
c) Préciser l'expression de yN  à l'aide des formules (1) et montrer que limN Ø +¶ yN = yHT L.
9°) Une majoration préliminaire
On considère des réels strictement positifs a et b, et une suite réelle Hek L vérifiant e0 = 0 et :

" k e #, ek+1 § H1 + aL ek + b.
On lui associe la suite réelle Huk L  définie par u0 = 0, puis par uk+1 = H1 + aL uk + b.
a) Déterminer la limite éventuelle L de la suite Huk L,  puis préciser l'expression de uk .
b) Etablir l'inégalité ek § uk  pour tout entier naturel k, et en déduire qu'on a pour tout k e #  :

ek §
b

ÅÅÅÅÅÅ
a

HH1 + aLk - 1L §
b

ÅÅÅÅÅÅ
a

 Hek a - 1L.
10°) Convergence de la méthode d'Euler
On étudie le cas général de l'équation différentielle y£HtL = aHtL yHtL + bHtL.
a) Montrer que la solution y vérifiant yH0L = y0  est de classe C2  sur !.
b) Etablir que la solution y vérifie la relation suivante pour 0 § k < N  :

yHtk+1L = J1 +
T
ÅÅÅÅÅÅÅ
N

 aHtk LN yHtk L +
T
ÅÅÅÅÅÅÅ
N

bHtk L + ‡
tk

tk+1
 Htk+1 - tL yHtL dt.

c) Etablir à l'aide de la relation (1) qu'on a alors pour 0 § k < N  :

yHtk+1L - yk+1 = J1 +
T
ÅÅÅÅÅÅÅ
N

aHtk LN HyHtk L - yk L + ‡
tk

tk+1
 Htk+1 - tL y HtL dt.

    On pose A = max†t§§†T § †aHtL§  et M2 = max†t§§†T § †yHtL§.
    En notant ek = †yHtk L - yk §, en déduire l'inégalité suivante pour 0 § k < N  :

ek+1 § J1 +
A †T §
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

N
N ek +

M2  T2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 N2

.

d) Déduire des résultats précédents une majoration de eN = †yHT L - yN §,  puis conclure.
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