Partie |
2)a) comme y(t)=Ke' et y(0)=K=y,,0ona y(T)=y,e"

TY .
b) yy :(“W] Yo donc lim_, . yy =e"y, =y(T)

) y(M)-yy = yo[eT e IH(HNJ]
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3)3-) (yl_aY)e =be™ = (ye‘at)'<:> ye—at —_
y(t) =2 + Ke*
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y(O) =Yy=—>+ K
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Donc y(t) = (yo +9jeat _by y(T) :(yo +EJeaT b
a a a

b)Si 0<k <N -1
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Yiea = Y +W6yk +b:

Z,,=Y +E:y +E+al(y +Ej
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Etdonc z,, :(1+Wj Z, = Yy :(:HW) (y°+g]_g

Ce qui donne lim . v, :ef"T(yO +g) _g =y(T)

C) y(T) Yy = (yo + 9j|:ea'|- _ eN In[1+ﬂ-):| _ (yo N EJeaT [1 eN In(1+%]faT J
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Partie Il

fya) e :: e'y'—ie"y=0donc y'=iy < y=Ke"
Comme y(0)=K =y, , y(T)=y,e"

N =€ T
T
1+il=rN L +i——N et cosg, R,
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N? N
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soit 1+|W = r, €os6, +isin G,

ce qui donne 6, € S22 tan N _T et 9, =arctanl
2 2 N N

NG, =T

N —>+o

N&, =N arctan% ~T et lim

€)Yy = (1+ W) =€ Dy, = € Ty, > €Ty, =y
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5)a) 7 € = N.l\%....N Wk
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N
=0 et IimNﬁm(leij =e’
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Partie 111
7)a) y(t) =y, + f b(u)du

T ~ T ~ ~
b) Yier = Y +W6(< = Yk +W6((jb((*1J
T
=Y +W(b(tk)+b(tk—1)+---+b(to))

TN (KTY . kT
Yu = Yo +Wzb(ﬁj puisque t, ==

k=0

N-1 T
Comme lim .. %Zb(%} = L b(u)du (car la somme est une somme de Riemann : on
k=0

prend b sur le segment [0,T], la subdivision est réguliere de pas % et sur chaque subdivision

on prend I’origine )
T

donc lim y, =y, + L b(u)du = y(T)

N —-+0

t T
d
foa(U) u ot y(T) :yoejo a(u)du

8)a) Y(t) = y.e
T (kTY _[T| N - y
AN sﬁsupue[O’T]|a(u)|s% si N est suffisamment grand.

Par étude de y(x)=In(1+x)-x et g(x)=In(1+x)-x+x* on obtient I’encadrement

b)

Pour N grand tous les facteurs de p,, sont strictement positifs.

Nt T (KT
In(p,) = kzéln(l+ﬁa(Wj]



N-1
lim ., lZa(k—Tj fa(u)du (Somme de Riemann)
N UN
. T & (KT . T2 KT
lim — Y a?* — |=| a*(u)du et lim — Y a Ox | a®(u)du=0
o g 2 [Nj [aw D) (Nj JEXO

On obtient (par encadrement)
Ta(u)du

lim .. In(p,) = fa(u)du et lim, . p, =e"
«-17
) Y :( +Wa( N Yna == PuYo

et lim .. vy = Y,e°*“% = y(T)

e of ) )
U =(1+a)k(u0 +%j—%= (+aﬁ—1%

b) e,=0=u, etsie, <u,, e, <{Q+a)e +f<l+a)u, +L=u,,
d’ou I’inégalité e, <u, pour ke N
e <u =(U+a) -)pla<(E"“ -1)p/a, (puisque 1+a <e”)

10) a) Comme a,beC*(R), y eC'(N) et y e C*(N)
b) En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral
Y(te.a) = y(t) + (tk+l —t)y'(t)+ ﬁtﬂ (t,, —)y"(t)at

= y(t, )+—[<’i(t )Y(t) +bt )T+ (b, )y (D)t
—(1+—a(t Dyt )+—b(t )+ (e, — 1)y (Ddt
C) Comme Yia = Y +W(a(tk)yk +b(tk )

V)~ Vi = (1+%a(tk D) - Y+ 15 (b, — Oy @ct

‘ M,T?
D’ou e, = |y(tk+1) - yk+1| <@+ AI |)ek 2|2\12
d) on en déduit
M,T? N AT M, m ar 1
=y(M) - yy| < NE A|T|( )= 2 Ae N

D’ou lim .. yy =y()



