Banque PT 2006 — épreuve A

Préliminaires

Question 1.
Une matrice carrée A = (a;;) est dite symétrique si pour tout (i, 5), on a a;; = aj;, c’est-a-dire si A ="A.

Question 2.
Une matrice carrée est orthogonale si A est inversible et son inverse est égale a sa transposée, autrement
dit A*A = I,,, ou I,, désigne la matrice unité.

Question 3.
Le produit AB existe si g =m
Dans ce cas le produit AB posséde p lignes et n colonnes.

Ona,pourl <i<petl<j<n, ¢;= Zazkbka

Partie I

Question I.1
L est triangulaire, donc dét L = 1 (c’est le produit des termes diagonaux).

101 10 1 Lo
Ensuite : dét A =2[1 1 3 = 2|1 1 3|=2x3x|, 1‘_6.
11 6|72 g 0 3

Question 1.2
Comme ces deux matrices sont de déterminant non nul, elles sont inversibles.

1 0 0
La méthode du pivot conduit & L' = [ =1 1 0 |. On aura remarqué que dans cette méthode
0o -1 1

du pivot, la matrice L étant triangulaire, les calculs sont extrémement simples et se résument a évaluer
simultanément Lo «— Lo — Ly et Ly «— L3 — Lo.

Question 1.3

Si on veut que A = LU, on est obligé de prendre U = L™ A et on trouve U = , qui est bien

S O N
o = O
W N =

triangulaire supérieure.

Partie II

Question II.1
On dit que L est triangulaire supérieure si ¢;; = 0 des que 1 <7 < j < n ; on dit que U est triangulaire
supérieure si u;; =0 desque 1 < j <i < n.
Question II.2
n

La formule habituelle est a;; = Z&kukj, mais si k >4 onaf; =0etsik>jonauy =0, de sorte

k=1
mln’L
qu’on peut ne calculer la somme que pour k < min(,j) : a;; = Z Ciku;.
Question I1.3
On a:
5 2 2 1 2 2 1 0 0
détA = 51 2|=5(1 1 2| = 5|1 =1 0 |=5x1x(-1)x(-1)=5#0,
R A | 1 2 1|ccieer |1 0 -1

donc A est inversible.
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Question I1.4

II.4.a La formule (1) fournit 1 = a7 = #11u11 = w11 donc ugp = 1.

II.4.b  Puis 2 = a9y = lo1uq1 = o1 et 2 = a3y = f31uq11 = 31 donc foq = f31 = 2.
II.4.c Puis 2 = a13 = f11u12 = uq2 donc uis = 2.

I1.4.d De méme 1 = agy = la1u12 + footiay = 2 X 2+ 1 X ugg donc ugy = —3.

2
II.4.e Pareillement 2 = azo = f31u12 + f32Uz9 = 2 X 2 — 3 X f39 donc l39 = g

II.4.f Reste a trouver la troisieme colonne de U. On écrit 2 = a13 = f11u13 donc uiz3 = 2 ; puis 2 = aq3 =

2
621U13 +€22UQ3 =2x 2+UQ3 donc U3 = —2 ; enfin 1 = asz = 63111,13 +£32’UJ23 +€33U33 =2x2— g X 2+U33

5
donc ugz = — <.
Finalement :
1 2 2 1 0 0 1 2 2
A=|(2 1 2| =LU=(2 1 0]x|0 -3 -2
2 21 2 2/3 1 0 0 -5/3
Question I1.5
1 2/3 2/5 1 0 0
On trouve facilement U™ ' = | 0 —1/3 2/5 |etL'=| -2 1 0
0 0 -3/5 -2/3 —-2/3 1

La encore, les matrices étant triangulaires, on aura noté que les calculs sont extrémement simples !

Question II1.6

1 1
Onrésout Ax=|0| < LUz=1[0
2 2
1 1
Notons y = Uz. Le systeme Ly = | 0 | est triangulaire, donc facile a résoudre, on obtient y = | —2
2 4/3
On résout pour terminer le systéeme Ux = y, qui est aussi triangulaire donc facile : on obtient finalement
1 1
—4

Partie I11

Question III.1
Comme pour tout vecteur z non nul, on a Iz = z, on trouve bien str |||I]|| = 1.

Question ITI.2
La majoration est évidente pour x = 0, puisque ||BO|| =0 < 0= ||| B]||||0]|-

Bz||
donc || Bz < [[|Bl[|[|z]]-

Pour un vecteur x # 0, on a ||| B||| qui majore le quotient I
x

Question IT1.3
|| Be||

a est un majorant des quotients , alors que ||| B]|| est la borne supérieure de ’ensemble de ces

[l
quotients, c’est-a-dire le plus petit des majorants : c’est donc que |||B]|| < a.

Question IT1.4

Pour tout z, on a [[(B1Bs)(x)[| = [|Bi(Be)|| < |[[Bulll|Baz|l < [[[Bull| < [[[Bell[[l]l, grace au IIL.2.
BB

On en déduit que o = |[||B1]|| x [|||Bz2]|| majore les quotients |ﬁ|2x||, et d’apres ce qui précede,
x

IB1Ba|l| < o= [[[Bull] ||| B]ll-

Question ITI.5
Remarquons que ’hypothese entraine )\f < )\5 <o K )\fl.
III.5.a Bien sur, on a : Be; = A\e;.

2/3



n n
III.5.b  Donc, si z = inei, on a Bx = in)\iei. Alors on peut écrire :

i=1 =1

|Bz|? = me Zx2A2_A2|xH2,

donc ||Bz|| < [Aulllz]|.

B
IIL.5.c [An| est donc un majorant des quotients ||| 3|7||’ et donc, comme on I’a vu en IIL.3, on a
x
1Bl < [Anl. 5
Mais on a de plus ||Be,|| = || Anen|| = |An| donc ||| eT||| = |\,| et on a aussi ||| B||| = |\l
en
Finalement |||B]|| = |An|-

Question III.6

II1.6.a La matrice S est symétrique donc diagonalisable : en effet, ‘S =*(*BB) ='B""B='BB = S.

I11.6.b  On nous fait remarquer que pour tout vecteur y, ||y||2 tyy.

On en déduit que ||Bul* = *(Bu) (Bu) = "w'BBu = "uSu = *ulu = \uu = \ul*.
|Bul? _

ull =
III.6.c S étant symétrique, elle est non seulement diagonalisable mais diagonalisable dans une base
orthonormée.

C’est dire qu'il existe P orthogonale telle que D = P~1SP = 'PSP est une matrice diagonale.

Ainsion a A\ =

III.6.d  Soit p; le vecteur i-eme colonne de la matrice P : (p1,...,p,) est une base orthonormée de
diagonalisation de S.

C’est dire que chaque p; est de norme 1 : ‘p;p; = 1 ; que les p; sont deux & deux orthogonaux : tpipj =0
si i # j ; que chaque p; est vecteur propre de S : il existe A\; > 0 tel que Sp; = Ap;.

Il suffit de ranger ces vecteurs dans l'ordre croissant des A; pour conclure au résultat demandé.

n
III.6.e Onazx = Zaipi et Sx = Z a;\ip;- Mais comme la base (p1,...,p,) est orthonormée, cela
i=1

prouve que ||z Za et |Bx|* = Y(Bz) (Br) = ‘2'BBx = (x| Sx) Z)\ o?

|| Bz|]
|| I

II1.6.f ||| B]|| est la borne supérieure des quotients pour x # 0.

Or pour = = py,, on trouve || Bp,|? I? =

vaut ici v/ A, et donc |||B]|| = v/ An.

n
Mais A, est la plus grande des valeurs propres, donc ||Bz||* < A\, Zaf = \u|lz||?, ce qui permet de
i=1

= A, et ||pn 1 (prendre a; = 0 sauf o, = 1), donc le quotient

majorer tous les quotients par \/)Tn
Finalement |||B||| = VA = Vp(!*BB).

Question ITI.7
On évalue S = ‘BB = (? 1) Les valeurs propres de S sont \; =3 — V5 < Ay = 3+ V5.

1
On en déduit que [[|B|| = W= szﬁ
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