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Epreuve d'algebre

Soit E leR -espace vectori®®" (n = 2) muni de la base canonigue B et de la structure euclidienne naturelle , B
étant alors une base orthonormée. On note L(E) I'ensemble des endomorphismes de E et pour tout u dans L(E) u*
I'adjoint de u .

On définit les ensembles S, A,N, O, P par:

S={ uOLE) lu=u* }

A={ uOLE) lu+u*=0 }
N={ uDLE) uou = uwou }
o={ uOLE)/uou=1de }
p :{ u*ou avec UuOL(E) }

On pourra utiliser sans démonstration le théoréme classique suivant :
Soit u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent .
alors il existe une base composée de vecteurs propres a la fois pour u et pour v .

1) Montrer que : L(E)= S A.

2) N est-il un sous espace vectoriel de L(E) ? Déterminer le sous espace engendré par N noté vect (N).

3) S et A sont-ils stables pour la loi?
4) Dans cette question n=2. Déterminer N en donnant la forme des matrices de ses éléments dans la base B.

5) N est-il stable pour la loi ?
On appelle cone d'&h- espace vectoriel F une partie non vide C stable pour la multiplication par un
réel positif (O (x,t) DCxR, ,(tx) JC) .

6) Montrer que C est un cbne convexe si et seulement si :
G 0O et Oy OCxC,0t0OR, , (x+ty)OC et dOC.
On dit qu'une relation d'ordReléfinie sur urk - espace vectoriel F est compatible si :
OtOR,,0(xy,2)OFF xRy O (x+zR y+z et bR ty) .

7) SoitR une relation d'ordre compatible sur F. On pose :{DX:DF /O R X } .

Montrer que D est un cdne convexe et qué-D)= {OF} .
Etudier la réciproque .

8) Montrer les égalités suivantes :
Pz{ uou ,uldS }:{ uds /Ox0OE ,Du(x)| x0=0 }:{ ulJS / les valeurs propres de

u sont positives ou null}zs

9) Montrer que P est un cone convexe et qué-P)={0} .

10) Montrer que pour tout u dans P il existe un unique v dans P telque v . (v est appelée la racine
carrée de u et on note wéa)

11) Soit uun élémentde S. On pqab:\/uz . Montrer qu'il existe un unique couple. (w )dans P tel que :
ustu , U=u+u, ow=uoy=0.
12) Réciproquement soit u un élément de L(E) et (&) un couple de P, vérifiant :

USib e , Lo b= Wpo h=0.
Montrer alorsque S , y= u. et y=u.



13) Que son1u| , Uy, U siuestune symétrie orthogonale ?

14) Application : soit A JA| , A, , A. les matrices de Uyl , u., u dans la base B.

DétermingA| , A, , A_ dans le cas ou A% 1%.

s
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15) Méme question dans le cas ou Ag—:i 1 —1%.
Bl -1 1{

16) On considére dans cette question u un élément de N aveg @et u
Le but de cette question est de montrer I'existence et l'unicité d'un couple_(@xW)tel que
U= VoW=WoV,

a) On suppose que  ov awec (v ,wlIP x O. Calculer uet en déduire v et w en fonction de u .
Conclure.
b) En utilisant le résultat précédent démontrer I'existence du couple (v ,w) .

17) a) Soit u un élément de L(E). Montrer que : Im(G)xJIm(u) et Ker(w G)= Ker(u*) .

b) En déduire que si W N : Im(u) = Im(u*) , Ker(u) = Ker(u*) et Im(u) = (Ker(ug .

18) On suppose iciqued N et que detu=0.
Montrer I'existence d'un couple (VWP x O tel que u = vow = wov
(On pourra étudier la restriction de u a Im(u)). A-t-on l'unicité ?

19) Que représente wsi u estun élémentde S?

20) Soit uON, u= vo w= wo v avec (v,w1Px O.
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On rappelle que siiL(E) , |u|= supw , xOE -{0} .

Montrer queu| = v puis queﬁun



