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torisation QR et appli
ationsBlague du jour :

• C'est une bande de poissons en train de piller de la nourriture, un poisson voit une toile de mer et dit :Attention voilà le shérif !
• Une pu
e et un labrador dis
utent :-Le 
hien : Qu'est-
e que tu a regardé hier soir la télé ?-La pu
e : La deuxième 
hienne, et toi ?- Moi, 
anal pu
e ...
• Qu'est-
e qu'un dromadaire ?Réponse : 
'est un 
hameau qui bosse double !Mathémati
ien du jour HouseholderAlston S
ott Householder (1904 -1993) est un mathémati
ien améri
ain spe
ializéen mathématiques appliquées à la biologie et en analyse numérique. On lui doit lestransformations de Householder et les méthodes de Householder pour la résolutiond'équations algébriques ou linéaires. Il a 
ontribué au développement de plusieursrevues mathématiques, il a été président de l'Ameri
an Mathemati
al So
ietyObje
tif : Le but de 
e devoir libre est de présenter di�érentes méthodes pour obtenir la fa
torisation QRtrès utile pour la résolution exa
te ou appro
hée d'un système linéaire Ax = b et une appli
ation pour larésolution du problème des moindres 
arrées.Partie I : Fa
torisation QR.On se propose dans 
ette partie de démontrer puis de donner des appli
ation du théorème suivant :Théorème 1 Toute matri
e 
arrée A se dé
ompose sous la forme A = QR où Q est une matri
eorthogonale et R une matri
e triangulaire supérieure. Cette fa
torisation est unique si on imposele signe des termes diagonaux de Q, quand A est inversible.1- Uni
ité.Soit Q, Q′ deux matri
es orthogonales et R, R′ deux matri
es triangulaires supérieures telles QR = Q′R′ = Ainversibles.1) Dire pourquoi QQ′−1 est orthogonale, triangulaire supérieure. En déduire qu'elle est diagonale.2) Que peut-on dire de ses termes diagonaux.3) Con
lure.2- Existen
e2.1- Méthode de Gram-Shmidt.Soit A une matri
e 
arré d'ordre n inversible. On suppose A = QR ave
 Q est une matri
e orthogonale et Rune matri
e triangulaire supérieure 
arrées d'ordre n. Soit Aj , Qj et Rj les 
olonnes respe
tives des matri
es

A, Q et R. On note par ri,j les 
oe�
ients de la matri
e R, ave
 rii ≥ 0.Page 1 / 3
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1) Montrer que : 





















A1 = r11Q1

A2 = r12Q1 + r22Q2...
An = r1nQ1 + r2nQ2 + · · · + rnnQn2) Dire 
omment trouver les 
oe�
ients rij et les 
olonnes Qi.Indi
ation : les 
olonnes Qi forment un base orthonormée de R

n.3) Montrer que Ve
t(A1, · · · , Ak) =Ve
t(Q1, · · · , Qk), ∀k ∈ J1, nK.Que représente la famille (Q1, · · · , Qn) pour la famille (A1, · · · , An), et proposer une une méthode de
al
ul simple pour trouver les matri
es Q et R.4) Que se passe-t-il quand la matri
e A n'est pas inversible.2.2- Méthode de Givens.Idée : Multiplier A = (aij) ∈ Mn(R) su

essivement par des matri
es orthogonales pour faire apparaître deszéros en dessous de la diagonale.Soit i, j deux indi
es �xes. On pose :
cij =


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1 si aii = aji = 0
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sinon et sij =




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1 si aii = aij = 0
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a2

ii + a2
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sinon
On pose Q1 =


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








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




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1) Montrer que Q1 est la matri
e d'une rotation.2) Montrer que le 
oe�
ient d'indi
e (j, i) de Q1A est nul.3) Dire 
omment trouver les matri
es Q et R.4) É
rire un programme qui dé
rit la méthode de Givens.2.2- Méthode de Householder.Dé�nition 1 On appelle matri
e de Householder, toute matri
e H(v) de la forme :
H(v) = In −

vtv

‖v‖2
où v est un ve
teur 
olonne.1) Montrer que les matri
es de Householder sont des matri
es orthogonales.2) Soit a = (ai) ∈ R
n, on se propose de montrer dans 
ette question qu'il existent deux matri
es deHouseholder H(v1) et H(v2) telles que les n − 1 dernières 
omposantes de H(v1)a et H(v2)a sonttoutes nulles. On note par B = (e1, · · · , en) la base 
anonique de R

n.a) 1èr 
as : n
∑

i=2

|ai| 6= 0. On pose v1 = a + ‖a‖e1 et v2 = a − ‖a‖e2.- Montrer que v1 et v2 sont di�érents et distin
ts.- Cal
uler teiH(v1)a et teiH(v2)a.- En déduire le résultat. Page 2 / 3
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as : n
∑

i=2

|ai| + 0.- Montrer que H(a1 + ‖a‖e1)a = ‖a‖e1.- En déduire le résultat.3) On note par a la 1ère 
olonne de A, soit v ∈ R
n tel que les n− 1 dernières 
omposantes de H(v1)a et

H(v2)a sont toutes nulles. Quelle est la forme de la matri
e HA.4) Si A est de la forme 









∗ ∗ · · · ∗
0... B

0











Dire 
omment annuler les 
oe�
ients en dessous de la diagonaledans la 2ème 
olonne de A.5) Dire 
omment trouver les matri
es Q et R.Partie II. Méthode des moindres 
arrésProblème : Quel est la droite la plus pro
he à trois points donnés. En général quel est le polyn�me de degré
m (degré �xe), dont la 
ourbe est la plus pro
he à n points donnés.Position du problème : Soit m, n deux entiers naturels donnés et Mi = (xi, yi), (1 ≤ i ≤ n) n pointsdonnés. Comment 
hoisir les 
oe�
ients du polyn�me de degré m, P (X) =

m
∑

k=1

akXk−1 pour que la somme
n

∑

i=1

(P (xi) − yi)
2 soit minimale.1) 1èr 
as : k = n.a) Donner l'é
riture matri
ielle du système 









P (x1) = y1...
P (xn) = ynb) En déduire que le problème des moindres 
arrés admet une solution unique.
) Quel est 
ette solution.2) 2ème 
as : k ≤ n.a) É
rire n

∑

i=1

(P (xi) − yi)
2 sous la forme ‖Ax − b‖2 où A une matri
e et x, b deux ve
teurs 
olonnesà déterminer.b) En déduire que le problème des moindres 
arrés admet une solution au point a ∈ R

n tel que
−−→
gradf(a) = ~0 où f(x) = ‖Ax − b‖2.
) En déduire que a est solution du système tAAx =t bd) Dire pourquoi 
e dernier système admet une solution.e) Dire 
omment appliquer la fa
torisation QR pour la résolution de de dernier système.f) Appli
ation : Quelle est la droite du plan la plus pro
he aux trois points A(0, 0), B(1, 0) et C(0, 1).3) 3ème 
as : k ≥ n. Y-a-t-il des solutions au problème des moindres 
arrés dans 
e 
as.

Fin
À la prochaine
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