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omCPGE My Youssef, Rabat DS 4 (09-10): Espaces vectoriels
euclidiensSamedi 30 Janvier 2010.Durée : 4 heuresBlague du jour :

• Si les 
ons étaient des �eurs, le bureau du prof de maths serait un jardin...
• Qu'est-
e qu'un bon professeur ? Un bon professeur 
'est un prof qui est souvent absent.
• L'inspe
teur demande un professeur : "Pouvez-vous me donner 2 raisons qui vous motivent à devenirprofesseur ?", juillet et août, lui répondit.
• Un professeur de méde
ine à ses étudiants : Qui provoque la transpiration ?votre 
ours, monsieur ; lui répondent.Personnalité du jour HölderOtto Ludwig Hölder (1859-1937) est un mathémati
ien allemand . On le 
onnaîtnotamment pour : l'inégalité de Hölder ; le théorème de Jordan-Hölder ; le théorèmede Hölder ; la moyenne de Hölder ; la 
ondition de Hölder. Ses travaux portaientbeau
oup sur les séries de Fourier, la théorie des groupes, la théorie de Galois

CCP 07 Maths 2, �lière MPLes 
al
ulatri
es sont autorisées.NB : Le 
andidat atta
hera la plus grande importan
e à la 
larté, à la pré
ision et à la 
on
ision de laréda
tion.Si un 
andidat est amené à repérer 
e qui peut lui sembler être une erreur d'énon
é, il le signalera sur sa
opie et devra poursuivre sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené à prendre.Groupes d'isométries sur R
nNotationsDans 
e sujet, n est un entier naturel supérieur ou égal à 2 et on note :� E l'espa
e ve
toriel R

n et B = (e1, .., en) sa base 
anonique� 〈., .〉 le produit s
alaire 
anonique sur E : si x = (x1, .., xn ey y = (y1, .., yn) sont deux ve
teurs de E, ona 〈x, y〉 = tXY =
n
∑

i=1

xiyi où X et Y sont les matri
es 
olonnes des ve
teurs x et y dans la base B (B estdon
 une base orthonormale pour 〈., .〉)� L(E) la R-algèbre des endomorphismes de E� GL(E) le groupe des automorphismes de E� Mn,1(R) le R-espa
e ve
toriel des matri
es à n lignes et une 
olonne� Mn(R) la R-algèbre des matri
es 
arrées réelles de taille n� GLn(R) le groupe des matri
es inversibles de Mn(R)� pour une matri
e A de Mn(R) , tA est sa matri
e transposée� On(R) le groupe des matri
es orthogonales, 
'est-à-dire des matri
es A de Mn(R) véri�ant tAA = In où
In est la matri
e unité de Mn(R) Page 1 / 4
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om� S++
n (R) l'ensemble des matri
es symétriques dé�nies positives de Mn(R), 
'est-à-dire des matri
es A de
Sn(R) véri�ant : pour toute matri
e X ∈Mn,1(R) non nulle, tXAX > 0.Si x1, x2, ..xn sont des réels, on note diag (x1, x2, ..., xn) la matri
e diagonale de Mn(R) qui admet pour
oe�
ients diagonaux les réels x1, x2, .., xn dans 
et ordre.Si p est un réel supérieur ou égal à 1, on note ‖.‖p la norme p sur E :si x = (x1, ..., xn) ∈ E, ‖x‖p =

(

n
∑

i=1

|xi|p
)

1

pOn note ‖.‖∞ la norme in�nie sur E : si x = (x1, ..., xn) ∈ E, ‖x‖∞ = max
16i6n

|xi|Une norme N sur E est dite eu
lidienne s'il existe un produit s
alaire ϕ sur E tel que pour tout x ∈ E,
N(x) =

√

ϕ(x, x)Obje
tifsSi N est une norme sur E, on dit qu'un endomorphisme u ∈ L(E) est une N -isométrie si pour tout x ∈ E,
N(u(x)) = N(x)On note Isom(N) l'ensemble des N -isométries.L'obje
tif du problème est de déterminer le nombre d'éléments de Isom(N) dans le 
as des normes eu
lidiennespuis des normes p.I. Des
ription des normes eu
lidiennes1) Identité du parallélogrammea) Montrer que si N est une norme eu
lidienne alors elle véri�e l'identité du parallélogramme, 
'est-à-dire pour tous ve
teurs x et y de E, on a (N(x+ y))2 + (N(x− y))2 = 2

[

(N(x))2 + (N(y))2
]En déduire que la norme ‖.‖∞ n'est pas eu
lidienne.b) Justi�er que la norme ‖.‖2 est eu
lidienne puis montrer que pour p 6= 2, la norme ‖.‖p n'est paseu
lidienne.2) Soit S ∈ S++

n (R)Si x = (x1, .., xn) et y = (y1, .., yn) sont deux ve
teurs de E, on note X =







x1...
xn






et Y =







y1...
yn






lesmatri
es 
olonnes asso
iées. Montrer que si l'on pose 〈x, y〉S = tXSY , alors 〈., .〉S dé�nit un produits
alaire sur E.3) Soit ϕ un produit s
alaire sur E et S la matri
e de 
oe�
ients (ϕ(ei, ej)). Justi�er que pour tousve
teurs x et y de E ϕ(x, y) = tXSY et que S ∈ S++

n (R).On a don
 montré que ϕ = 〈., .〉S .Toute norme eu
lidienne peut don
 s'é
rire sous la forme : NS : x 7→
√

tXSX ave
 S ∈ S++
n (R) où Xdésigne la matri
e 
olonne asso
iée à x.II. Quelques généralités et exemplesSoit N une norme sur E.4) Montrer que (Isom(N), ◦) est un sous-groupe de GL(E)5) Une 
ara
térisation géométrique des N-isométriesOn note Σ(N) = {x ∈ E,N(x) = 1}, la sphère unité pour NSoit u ∈ L(E). Montrer que u est une N -isométrie si et seulement si u (Σ(N)) = Σ(N).Le groupe des N -isométries est don
 l'ensemble des endomorphismes laissant stable la N -sphère unité.6) Dans 
ette question uniquement n = 2 et don
 E = R

2.On note s la symétrie orthogonale par rapport à la droite D = Ve
t{e1 − e2} où (e1, e2) est la base
anonique de R
2 et r la rotation ve
torielle d'angle π

3
.Les endomorphismes s et r sont-ils des ‖.‖1-isométries ?7) Dans 
ette question uniquement n = 3 et don
 E = R
3.Si (x, y, z) ∈ R

3, on pose q(x, y, z) = 3x2 + 2y2 + 3z2 − 2xz, 
e qui dé�nit une forme quadratique q.Page 2 / 4
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oma) On note X =





x

y

z



, déterminer une matri
e symétrique S ∈ M3(R), telle que q(x, y, z) = tXSXb) Déterminer une matri
e P ∈ O3(R) et une matri
e diagonale D ∈ M3(R) telles que S = PDtP .
) Justi�er alors que l'appli
ation Nq : (x, y, z) 7→
√

q(x, y, z) est une norme eu
lidienne sur R
3d) Déterminer la nature géométrique de la quadrique Σ(Nq), la sphère unité pour la norme Nq et endonner une équation simple dans une nouvelle basee) Justi�er que Σ(Nq) est une surfa
e de révolution, pré
iser un ve
teur qui dirige son axe.f) Déduire de la question 5, par une 
onsidération géométrique, que Isom(Nq) a une in�nité d'élé-ments.III. Étude de Isom(N) lorsque N est une norme eu
lidienneSi u ∈ L(E) , on note [u]B la matri
e de u dans la base B . Si N est une norme, on note ISOM(N) =

{[u]B, u ∈ Isom(N)}. L'ensemble ISOM(N) est par 
onstru
tion un groupe isomorphe à Isom(N), 
'est "saversion matri
ielle".8) Cara
térisation matri
ielle des isométries eu
lidiennesa) Soit S ∈ S++
n (R), NS la norme eu
lidienne asso
iée et 〈., .〉S le produit s
alaire asso
ié.Soit u ∈ L(E). Montrer que u est une NS -isométrie si et seulement si pour tous ve
teurs x et yde E, on a 〈u(x), u(y)〉S = 〈x, y〉Sb) En déduire que u est une NS -isométrie si et seulement si sa matri
e A dans B véri�e tASA = S9) Re
onnaître alors ISOM(‖.‖2). Que peut-on dire du nombre d'éléments de ISOM(‖.‖2) ? Justi�er votreréponse.10) Une appli
ation des polyn�mes interpolateurs

Rr[X ] désigne le R-espa
e ve
toriel des polyn�mes à 
oe�
ients réels de degré inférieur ou égal à r.On se donne r + 1 réels x0 < x1 < .. < xr .On 
onsidère l'appli
ation linéaire u de Rr[X ] vers R
r+1 dé�nie par P 7→ (P (x0), P (x1), .., P (xr))a) Déterminer le noyau de u. En déduire que pour tous réels y0, y1, .., yr, il existe un unique polyn�me

L de Rr[X ] tel que pour tout i ∈ {0, .., r}, L(xi) = yi (un tel polyn�me est appelé polyn�meinterpolateur).b) Appli
ation : soit n un entier naturel non nul et u1, .., un des réels stri
tement positifs, on pose
U = diag(u1, ..., un) et V = diag(√u1, ...,

√
un). Montrer qu'il existe un polyn�me L, à 
oe�
ientsréels, tel que V = L(U).11) Ra
ine 
arrée dans S++

n (R)a) Soit S ∈ S++
n (R). Déterminer une matri
e A ∈ S++

n (R) telle que A2 = S. On dit que A est unera
ine 
arrée de S.b) Soit B ∈ S++
n (R) une autre ra
ine 
arrée de S. Montrer qu'il existe un polyn�me Q, à 
oe�
ientsréels, tel que A = Q(B). En déduire que A et B 
ommutent.
) Montrer que la somme de deux matri
es symétriques dé�nies positives est une matri
e inversible.d) Déduire des questions pré
édentes que A = B (on pourra 
al
uler (A+B) (A−B)).Désormais, on note √

S l'unique ra
ine 
arrée dans S++
n (R) de S.12) Étude du groupe d'isométrie pour une norme eu
lidienneSoit N une norme eu
lidienne. Il existe don
 une matri
e S ∈ S++

n (R) telle que pour tout x ∈ E,
N(x) = NS(x) =

√
tXSX où X est le ve
teur 
olonne asso
iée à x.a) Montrer que si M ∈ On(R), la matri
e (√

S
)−1

M
√
S appartient à ISOM(NS)b) Montrer que l'appli
ation ψ de On(R) dans ISOM(NS) dé�nie par M 7→

(√
S

)−1

M
√
S est unebije
tion.Le groupe d'isométrie d'une norme eu
lidienne est-il �ni ?Page 3 / 4
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omIV. Étude du 
ardinal de Isom(p)Dans 
ette partie p est un réel stri
tement supérieur à 1, on appelle exposant 
onjugué de p l'unique réel
q tel que 1

p
+

1

q
= 1Pour alléger l'é
riture, une p-isométrie désigne une isométrie pour la norme ‖.‖p et on note Isom(p) le groupedes p-isométries.Si u ∈ L(E), u∗ désigne l'adjoint de u pour 〈., .〉. On rappelle que u∗ ∈ L(E), est 
ara
térisé par l'égalitésuivante : pour tout (x, y) ∈ E2, 〈u(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉.13) Endomorphismes de permutation signée

Pn désigne le groupe des permutations de l'ensemble 1, 2, ..., n.Soit σ ∈ Pn et ε = (ε1, .., εn) ∈ {−1,+1}n. On note uσ,ε l'endomorphisme de E qui véri�e pour tout
i ∈ {1, 2, .., n}, uσ,ε(ei) = εieσ(i).a) Montrer que uσ,ε est une p-isométrie.b) É
rire la matri
e de uσ,ε dans la base 
anonique dans le 
as où n = 4, σ =

(

1 2 3 4
3 4 1 2

) et
ε = (1, 1,−1, 1)14) Inégalité de Holdëra) Montrer que pour tous réels a et b positifs ou nuls, on a ab 6

1

p
ap +

1

q
bq. On pourra utiliser lafon
tion logarithme népérien.b) En déduire que pour tous ve
teurs x et y de E, on a |〈x, y〉| 6 ‖x‖p‖y‖q. Ce résultat s'appellel'inégalité de Holdër (on pourra d'abord démontrer l'inégalité lorsque ‖x‖p = ‖y‖q = 1 ).
) Que devient l'inégalité si p = 2 ?Dans toute la suite, u désigne une p-isométrie. On note (aij) les 
oe�
ients de la matri
e A = [u]B.15) Montrer que pour tout j ∈ {1, 2, .., n}, n

∑

i=1

|aij |p = 1. En déduire la valeur de n
∑

j=1

n
∑

i=1

|aij |p16) Une formule 
lé de dualitéSoit x ∈ E. On note Σq = {z ∈ E, ‖z‖q = 1}.a) Justi�er l'existen
e du réel max
y∈Σq

|〈x, y〉|.b) Justi�er que max
y∈Σq

|〈x, y〉| 6 ‖x‖p.Soit i ∈ {1, 2, .., n} ; si xi 6= 0, on pose yi = εi|xi|p−1‖x‖1−p
p où εi désigne le signe de xi et si

xi = 0, on pose yi = 0. On dé�nit ainsi un ve
teur y = (y1, .., yn). Montrer que |〈x, y〉| = ‖x‖ppuis montrer l'égalité suivante : ‖x‖p = max
y∈Σq

|〈x, y〉|.17) En déduire que si u est une p-isométrie, u∗ est une q-isométrie. Donner alors, en justi�ant, la valeurde n
∑

j=1

n
∑

i=1

|aji|q18) On suppose de plus que p 6= 2a) Soient α1, α2, .., αr des réels dans [0, 1] véri�ant r
∑

k=1

α
p

k =
r

∑

k=1

α
q

k . Montrer ave
 soin que pourtout k ∈ {1, 2, .., r}, αk ne prend qu'un nombre �ni de valeurs à déterminer.b) En déduire que pour tout i et j dans {1, 2, .., n}, |aij | ne peut prendre que 2 valeurs di�érentesque l'on pré
isera (on rappelle que les aij sont les 
oe�
ients de la matri
e d'une p-isométrie).19) Con
lusionMontrer alors que lorsque p 6= 2, Isom(p) est un groupe �ni dont on déterminera le 
ardinal. Onremarquera en parti
ulier que 
e 
ardinal est indépendant de p.Commentaire : Les p-isométries pour p 6= 2 sont seulement en nombre �ni, 
ontrairement aux isométrieseu
lidiennes qui forment un groupe in�ni mais 
ompa
t (pas très di�
ile à montrer). Sur R
n, la géométrieeu
lidienne est don
 plus ri
he que 
elle des normes p pour p 6= 2.

Fin
Bonne chancePage 4 / 4
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