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Blague du jour :

On raconte qu’une secrétaire d'une société dont je tairais le nom
avait insérer le cd dans son pc avec la pochette en plastique trans-
parent.

Elle pensait que ¢a protégeait des virus ...

Remerciements : e3a PSI A - 2009.
Applications simples du cours.

Rappels.
Soit I = [a, b] (avec a < b) un intervalle de R et U un ouvert de RZ.

N ' P(x,y)
On considére V : (x,y) e U — ( Q(x,v)
x(t)

y(t)

) un champ de vecteurs et y un arc orienté

plan de paramétrage : t € [ — < > de classe C' par morceaux sur I, parcouru

dans le sens des t croissants.

On rappelle que la circulation de V le long de v, notée J V se calcule par la formule
Y

J v:j (Plx,y) dx + Q(x,y) dy)
Y Y

On suppose P et Q de classe C' sur U. Larc y est supposé fermé, sans point double
et parcouru dans le sens trigonométrique. Il délimite un domaine G d'un seul tenant,
inclus dans U.

On rapelle la formule de Green-Riemann :

[ (3Quy - 2P
| v=], (Frow-Sow) axay

1. Dans cette question seulement, on prend G = {(x,y) € R?, y > x? et y? < x} et
pour 7y Uarc frontiére délimitant ce domaine, parcouru dans le sens trigonométrique.
1.1. Représenter le domaine G et .
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Mathématicien du jour Riemann
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) est un mathématicien allemand.
Influent sur le plan théorique, il a apporté une contribution importante a l'ana-
lyse et a la géométrie différentielle.il commence a étudier la philosophie et
la théologie pour devenir prétre avant que son pere l'autorise a étudier les
mathématiques. Il a entre autres comme professeurs Jacobi, Dirichlet et Gauss.
Il meurt de tuberculose a 'age de 39 ans.

1.2. Calculer directement, en paramétrant l'arc : J V avec
Y

2

P:(xy—2xy—x> et Q : (x,y) = x+y?

1.3. Retrouver le résultat précédent en utilisant la formule de Green-Riemann.

. On suppose que les deux fonctions P et Q vérifient : pour tout (x,y) € R?

9Q, . oP
a(X)y) - a(xvy)

2.1. Que vautJ Vv?

v
2.2. Donner un exemple de champ de vecteur V, non identiquement nul, et vérifiant
la propriété :

0 oP
Yoy € B2, D0 y) = 0 ()
0x Jdy
3.1. Démontrer que les intégrales curvilignes suivantes : A = J x dy, Ay =
Y

1

—J ydx et Az = EJ (x dy —y dx) sont éqgales. Interpréter géométriquement le
Y v

résultat obtenu.

3.2. Représenter graphiquement l'arc orienté y d'équations paramétriques
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dans un repére orthonormé (O,{’, )7) direct.
On précisera les tangentes aux points singuliers.
3.3. Déterminer l'aire délimitée par la courbe .

Probléme.

Préliminaires.

1. lllustrer graphiquement la double inégalité : Vt € [0,

+00 i
sin(t
2. On veut montrer que l'intégrale J )
0

T, 2 .
=], =t <sin(t) <t
2T

dt est convergente.

in(t
On pose alors, pour tout t > 0, @(t) = sin( ).

2.1. Vérifier que @ est prolongeable par continuité sur l'intervalle [0, 1].
X

2.2. Pour tout x > 1, on définit ¢ : x — b(x) :J @(t) dt.

1
X
Montrer que lon a : Vx > 1, ¢(x) = cos(1) — Coi(x) 7J co:z(t) dt.
1
2.3. Prouver que ¢(x) tend vers une limite finie quand x tend vers +oo.

+oo t
2.4. Déduire de ces résultat que l'intégrale J sin(t)
0

dt est convergente.

dt.

+0o0 t
1 Une premiére facon de calculer I :J Smt( )
0

Soient les deux fonctions :

P : (x,y)— P(x,y) = %[xsin(x) —y cos(x)]

Q ¢ (%u) = QU y) = 7 slxcos(x) +ysin(x)]
et V le champ de vecteurs : (x,y) — < Pix,) )
’ Qlx,v)

1. Justifier le fait que P et Q sont deux fonctions de classe C' sur tout domaine U de
R? ne cotenant pas lorigine.
2. Soit y un arc paramétré sans point double, n’entourant pas l'origine et parcouru dans

le sens trigonométrique. Démontrer que J V=0.
Y

3. On considére T l'arc de cercle de rayon p > 0 paramétré par 6 € [O,E] —

2
< x(8) = p cos(0)

y(8) = psin(0) ) et on note A, l'intégrale

A= L(P(x,y) dx + Q(x,y) dy)

7t/2 )
3.1. Montrer que A, = J e P50 cos(p cos(0)) do.
0
3.2. Calculer lim A,
p— 0t

3.3. Montrer que llT A, =0. On pourra, par exemple, utiliser les préliminaires.
p—+00

4. Soient T et R deux réels tels que 0 < v < R. On considére l'arc 'y constitué par :
v1 : le segment [Aq, Azl ot Ay = (1,0)et Ay = (R,0),
v2 : le quart de cercle de centre O et de rayon R reliant A, a A3 = (0,R),
v3 : le segment [Az, Agl ou Ay = (0,7),
Ya : le quart de cercle de cercle de centre O et de rayon r reliant A4 a Aj.

- -

4.1. Représenter graphiquement l'arc orienté y dans un repére orthonormé (O, 1,j)

direct. .
4.2. Montrer que J A% :J sin(t) dt.
Y1 T t
4.3. Montrer que J Vdt=0.
2%
. , . N % sin(t)
4.4, En utilisant les résultats précédents, déterminer la valeur de [ = T dt.
0
+oo i
‘s sin(t
2 Une deuxiéme fagon de calculer I :J t( ) dt.
0

7 cos(t) sin(2nt)
0 sin(t)

7 sin(2nt)
0 t

dt.

On pose, pour tout n € N*, u, = J dt et v, = J

1.
1.1. Vérifier que uy, et v, existent pour tout n € N*.
1.2. En calculant un1 — un, montrer que un, est indépendante de n et donner sa
valeur.

2. Soit h une fonction de classe C' sur un segment [«, B] & valeurs dans R.
B .
On pose, pour tout m € N, Hy,, :J h(t)elmt dt.

x
Montrer, en utilisant une intégration par parties, que lim Hy =0.
m— 00

Ce résultat est connu sous le nom de Lemme de Riemann-Lebesque.
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3. Montrer que la fonctionh : t+— h(t) = —— C(,)S( ) est prolongeable en une fonction 3.1. Prouver que uLLToo Ki=o.
T t sin(t) 3.2. En utilisant une majoration, déterminer lim Kj.
de classe C' sur [0, E]' oo S.”:L(?)ﬁo
4, 3.3. Retrouver alors la valeur de I = J T dt.
4.1. Calculer liT (Vi — un). 4 0
n— +00 .
2 sin(t) 4.1. Mont lintégrale [ sin”(t) dt est t
4.2. En déduire la valeur de I :J T dt. -1. viontrer que tintegrate 0 12 est convergente.
0

dt.

400 t
3 Une troisiéme fagon de calculer I :J' Stnt( )
0

Soit u € R™. On note A = [0,u] x [0,u] et ] :J sin(x)e ™Y dxdy.
A
1. Donner une primitive sur R de x — sin(x)e™** oll & € R*.

2. En utilisant Uintégrale J, montrer que

1 —eY*(cos(u) +ysin(u))

w
J sm(x) (1 . euX) dx :J dy
o X 0 1+y?
in . w .
3. On note alors K7 = J e*"”sm(x) dx et K; = J ) Sm(;ll_—;gos(u)e*yu dy.
0 0

" N o0 sin(t)
4.2. En utilisant ce qui précede, calculer la valeur de dt.

0 t2




	Une première façon de calculer I=0+sin(t)tdt.
	Une deuxième façon de calculer I=0+sin(t)tdt.
	Une troisième façon de calculer I=0+sin(t)tdt.

