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— Leonhard Paul Euler (1707-1783)

Mathématicien et physicien suisse, il fit d'importantes découvertes dans le calcul infinitési-
mal et la théorie des graphes. Il introduisit également une grande partie de la terminologie
et de la notation des mathématiques modernes. Il est également connu pour ses travaux
en mécanique, en dynamique des fluides, en optique et en astronomie.
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® Probleme I : Extrait CCP 2006, MP

Si I’on rentre sur un logiciel de calcul formel I’instruction :

sum(1/(n"2-0."2), n=1..infinity);
on obtient le résultat suivant :
_l\v(l—a) 1y(1+a)

2 o 2 o

Un des objectifs du probleme qui comporte trois paragraphes est de démontrer Ia
formule correspondante suivante :

&1 vy(lta)-y(l-a)
nz_;nz—(xz B 20

ou ae ]0, 1[ et y est une fonction « d’Euler » que I’on définira ultérieurement.

Dans le paragraphe I, on définit la fonction Gamma d’Euler et on en montre quelques propriétés que
I’on utilisera dans le paragraphe II pour définir la fonction y d’Euler et démontrer la formule ci-

dessus.
Enfin, dans le paragraphe III, on étudie plus en détail la fonction Gamma, dans le but de la
représenter graphiquement.

Les paragraphes II et I1I sont indépendants mais utilisent des résultats du paragraphe I.

[ mamouni.myismail@gmail.com

ey




MAMOUNI.NEW.FR
15 M AMOUNE MY TSMATT I

Former pour réussir
1. Questions préliminaires

a. Soit o € |01, justifier la convergence de la séric Y ————-.
nzl - — A

1
b. Pour quelle(s) valeur(s) de B D’intégrale I *dt est-elle convergente ? On ne demande
0

pas de justifier.

1. La fonction Gamma d’Euler

2. Soit x un réel strictement positif, justifier I’existence d’un réel A4 strictement positif, tel que

pour tout réel ¢ strictement supérieur a 4, on ait e’ ¥ <L2, puis montrer que I’intégrale
t

+00
I e t*'dr est convergente.
0

+o0
On peut donc définir sur ]0,+o| , la fonction Gamma d’Euler notée I' par I'(x) = J. e dr.
0

3. Calculer I'(1) puis montrer la relation fondamentale suivante notée (]—" ) :
Vxe]0,+oo[, I'(x+1)=xI'(x) (f)

En déduire I'(2). Soit # un entier naturel non nul, donner une expression simple de I'(n) .

4. Dérivabilite de la fonction Gamma
Soient a et b des réels tels que 0 <a <b.

a. Pour tout réel 7 strictement positif, on définit sur ]0, +oo[ , la fonction 4, par h,(x)= .

Déterminer les variations de 4, . On pourra discuter selon la valeur de ¢.
En déduire que Vx €[a,b], V1 e ]0,+o0[, 0< < (t“_l +¢071 ) .

b. Pour cette question, on pourra utiliser librement le résultat suivant : pour tout réel »
+

00
strictement supérieur a —1, I’intégrale j et |1n t| dr est convergente.

0
Montrer avec soin que la fonction I' est dérivable sur [a,b] et déterminer I''(x) sous

forme d’intégrale.

La fonction T' est donc dérivable sur ]0,+<c[ . On montre de la méme fagon et on admet que I est

de classe C” sur ]0,+o0o] .

5. Soit p un entier naturel, écrire sans justifier I'”)(x) sous forme d’intégrale. (r'» désigne la
dérivée p-ieme de ).

II. La fonction y d’Euler

On montre sans difficulté, que pour tout réel x strictement positif, I'(x) > 0. On peut donc définir
r'(x)

sur ]0, +oo[, la fonction y d’Euler par y(x) = TON

Soit a € ]O,l[.
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6. Relation entre y et des sommes. Former pour réussir

a. Quelle relation différentielle relie y et InI" ? En déduire que
Vx e ]O, +oo[ , Y(x+D)—-y(x)= % (on pourra utiliser (.7:) ).

b. Soit n un entier naturel non nul, déterminer en fonction de n et de o, quatre réels
u;,v,u,,v, tels que

;ﬁw(ul)—w(m et ;kia =)~y ().

7. Décomposer en €éléments simples la fraction rationnelle R(X) =

# puis en déduire que
—a

’on a, pour tout entier naturel non nul » :

;kz — o2 =E(W(l+OL)_\If(l—OL))+E(\p(n+l—a)—\|l(n+l+oc)),

8. Enoncer avec soin [’inégalit¢ de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
(f.g)> Joﬂo f(t)g(t)dt, puis I’utiliser pour montrer que (F’)2 <I'"xI ou I'" désigne la

dérivée seconde de I'. En déduire que la fonction y est croissante.

9. Montrer que pour tout entier naturel non nul », on a

O0<y(mn+l+a)—yn+1- a)<#+ (penser que oce]Ol[)

1 vy(l+a)-y(l-a)
Conclure que ,,Z; e a .

II1. Etude de la fonction Gamma

10. Utiliser (]—" ) pour déterminer un équivalent de I au voisinage de 0, . En déduire la limite
de I' enO.

11.
a. Justifier que I'" est strictement croissante sur ]0;+oo[.

b. Justifier I’existence d’un réel c € |1,2[ tel que I"(c)=0. En déduire le signe de I" et

enfin, les variations de I".

12.
a. Déterminer la limite de I' en +oo0. On pourra utiliser des résultats précédents.
b. Dessiner I’allure du graphe de I'. On représentera, s’il y a lieu, les asymptotes et les
tangentes horizontales.
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® Probleme II : Extrait e3a 2011, MP

On admet quer( ) NG / /2

1+t4_ 4

Foo dt
P tout 0,2m|, te [ :/
our tout x €]0,27[, on note I(x) 0 h(B) —cod?

0 Montrer que 'application x — / h (e (?L o2y o5t bornée sur |0, 27].
t4
— +1—ch(#)
00 Montrer que l'application ¢ — | Z |, définie sur ]0, 1], est prolongeable

£ en()—1)

est prolongeable par continuité en 0.

dt 1 dt
[0 Endéduire quel’application x — / h () — cos? x /0 4 est bornée
1+ > cos? x
sur |0, 27t[.
v ! dt .
O Calculer I'intégrale / 4 , en effectuant le changement de variable u =
14 - cos? x

t

(2(1—cosx))t
En déduire un équivalent de I(x) quand x tend vers 0 par valeurs positives.

O Montrer que, pour tout entier naturel #n non nul, on a
1 1 oo g

W:@ o

- ot 401 5 . sin nx
O Pour tout entier N supérieur ou égal a 1 et pour tout réel x, on note Sy (x) = Z .

n=1 \/ﬁ

O Calculer, pour tous réels x et t, la somme Z e "'sin(nx). On pourra remarquer que
n=1
e "'sin(nx) est la partie imaginaire du nombre complexe el =",

Lo Z e Sll’l nx

f/ Vi

(Sn(x)) est convergente pour tout x réel élément de |0, 27[ et que 'on a l'égalité
suivante :

O En utilisant I'égalité Sy(x dt, montrer que la suite

sinnx sinx [t dt

vx €]0,27], Z N - \/_ ch(#?) — cosx’

sinnx
O En déduire un équivalent de la somme de la série Z

n=1 \/ﬁ

quand x tend vers 0 par

valeurs positives.
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