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. Une fonction définie par une intégrale

Pr. Boujaida, CPGE Rabat

P
( Noter que )

en fait au voisinage de 0% et quelque
soit le signe de A, sinZ)‘GZO(GZ)‘) car
on peut écrire |Sin2)\9| SMIGIZ)‘ avec

. 2 2\
lesd;Oeth(E) siA<O.

7 3
./ Enpes corriges du sud \.

tSoit A un réel vérifiant 2\ > —1 l

1.1. Soit x € R. la fonction @, : 0 — e~1*¢05in?A g est continue sur ]0,7[.

Si A = 0 alors ¢y se prolonge par continuité sur [0,7]. Elle est donc intégrable sur
10, 7|

Si A <0 et comme pour tout 0 €]0, /2|, sin0 = %9 alors

. 212\
V0 €10, 7, |e” ¥ 5in?A g| = |sin?1 0] < (—) —— avec —2A<1
T 9—2)\

Donc @y est intégrable sur 10, 1/2]. Elle est aussi intégrable pour les mémes raisons
sur [n/2, [ car pour tout 0 € [n/2, 7|,

. 1
0) = —ixcos(0) o327 -9 =0 ( )
B =e sin”*(m—0) = Oy TR

Ainsi

® J

TPour tout x € R la fonction ¢, : 0 +— e i1xcosBgin2hg agt intégrable sur ]0, n[.

N

On pose dans la suite
n .
A= f e xcosOsin?* g dp
0
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1.2. Soit x € R. La fonction 6 — 1 — 0 est un €'-difféomorphisme de [7/2,nt[ sur
10,1/2], on peut donc l'utiliser comme changement de variable:

T ) 0 . n/2
f e—lxcose SinZ)\ 0do = _/ e—lcos(n—e) SinZ)\ (m—0)do = f etxcose SinZ)\ 0do
/2 /2 0

Par suite
T

n/2 X
f)\(x) :f e—txcosesinz)\ede+f e—lxcosesinz)\ede
0 /2

n/2 0 A n/2 0 A
=f g ixcosBgip2 Gd6+f et*cos8gin?r g do
0 0

/2
=2 f cos(xcos0) sin®* 0do
0

Ainsi

n/2
VxeR, fi(x) = 2[ cos(xcos0)sin?* 0d0 @
0

1.3. On considére la fonction g : (x,0) — cos(xcos6) sin?} 0, (x,0) € D = Rx]0, t[.
g est de classe € sur D et pour tout keN et (x,0) €D

ak
—g(x, 0) = cos¥Bcos (xcose + kz) sin
oxk 2

2\ )
et donc pour tout (x,0)
k

d
a—j (x,0)| < (sin®) 2\

D'apreés le développement de la question précédente, la fonction 8 — sin®* @ est
intégrable sur 10, t[. Alors d'aprés le théoréme de dérivation d'une intégrale dépen-
dant d'un paramétre, la fonction f) est de classe € sur R, et selon la formule de
LEIBNIZ

/2
VkeN, VxeR, () =2 f cos* Bcos (xcos0 + k= |sin” 00
0

/i est de classe € sur R et

n/2
VkeN, VxeR, f;k) (x) = Zf cos*0cos (x cosO + kg) sin?* 0do 2
0

1.4. Une équation différentielle
36

( Théoréme du cours )

de changement de variables pour les
intégrales sur intervalle quelconque:

Soit @:1—] un %pl-difféomorphisme
et f:J— Rune fonction continue. Alors

fJf est convergente ssi f{/¢p/|foq est
convergente et dans ce cas

f]f:flltp'lfw

Sous une forme plus pratique, dans le
cas ou par exemple J =]a,B[:

Si ¢:J—R est une fonction de classe
@ telle que ¢’ ne sannule pas su J,

limg
alors[ p f(x)dx est convergente ssi

hémp

p
f (p’(t)f(tp(t))dt est convergente et
(08

dans ce cas

limg &
flﬁ f(x)dx:f o' (O fl@()dt
04

im
me

( Théoréme du cours )

Formule de LEiBNI1Zz pour dérivation a
tout ordre sous le signe intégrale:

K et I étant des intervalles de R, soit
[ :KxI—IK une fonction telle que

« f est continue sur KxI et pour tout

dkr .
keN, ch’C existe et elle est continue
sur IxK;

« Pour tout k€N, il existe une fonction

@ :1— Ry continue et intégrable sur
I telle que

dk

4/ (x,1)
dxk

V(x,1) €K xI, <@p(t)

Alors la fonction
g:x»—»ff(x,t)dt
1

est de classe €° sur K et
VkeN,Vxek,

k
® = [\ par
g fldxk(x.)
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Théoréme du cours

Formule d'intégration par parties pour
intégrales sur intervalle quelconque:

Soient f,g:]lo,B[— K des fonctions de
classes €1 (a,PER, avec a<p). Si
l'une des conditions suivantes se réa-

lise: (i) Les intégrales fgf’(t)g(t)dt
et fgf(t)g’(t)dt sont convergentes;

(if) T'une des deux intégrales précé-
dentes est convergente et la fonction
t— f(1)g(t) admetdes limites finies en
aetenf Alors

fﬁf’(r) (de=[ s (t)]tﬁﬁ
o § a W] q

b
—f Fng (odt
o

sachant que les quantités en interven-
tion dans la formule ont toutes un sens

&ges cerrigés Au sud

1.4.1 D'aprés la relation (2 - p. & gauche), pour tout x e R

/2
flx) = —Zf cos?(0) cos(x cos8) sin?* (0)d0
0

Alors, moyennant le fait que les deux fonctions @ — cos(xcos0)sin** 0 et 6 —
sin’(0) cos(x cos ) sin?!  sont intégrables sur [0, 7/2],

/2
[ = —2[ (1 —sin20) cos(x cos 0) sin?* 0dO
0

/2

/2
== / cos(xcos0) sin®* 0d0 + 2[ cos(xcos0) sin?** ode
0

0
=-fAx) + fir1 ()

VXeR, fi (0) = fis1(x) = fA(x) 3

+00o
1.4.2 Soit x € R. D'aprés (2 - p. a gauche), f; (x) = —[ cosBsin(x cos 0) sin?* 0d6.
0
Ensuite parce qu'on peut écrire

2A+2 0= 2A+1 0

. d. .
xcos(xcos0)sin ~% (sm(x cos 9)) sin

que la fonction 8 — xcos(xcos0)sin?**20 est intégrable sur [0,71/2], et que la
fonction 0 — sin(x cos0) sin?**1 @ admet des limites finies en 0 et en 7/2 (lesquelles
sont nulles) ; alors la formule de l'intégration par parties s'applique. Elle permet de
faire:

n/2
Xfirn(x)=x f cos(xcos0) sin?**20de
0

. . o4l ]0T2 iz . 20
=— [sm(xcosﬂ)sm 0 00 +(2)\+1)f sin(xcos0) cosOsin“"* 6dO
- 0

=—(A+1)fi(x)

VxeR, CA+1)fy(X) = —xfiy1(x) ()

1.4.3 D'apres les relations (4) et (3)

VX ER,xfy (X)+2A+1) fu(x) + xfr(x) =0 ®)

37
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ce qui signifie que f) est une solution sur R de l'équation différentielle linéaire du
second ordre

xy"+@A+1)y +xy=0 (6)

II. Uneformule dEULER
¢ - -

On rappelle que la fonction Gamma d'Euler est définie pour tout x > 0 par

+00
T(x) = f *letdr
0

2.1. Soit p un réel strictement positif.

2.1.1 Lesintégrales [ tPe~"dt et [, tP~1e~!dt sont convergentes. Une intégra-

tion par parties donne, sachant que liII(l) tPet = Jim tPe t=0
t— —+o0

+00 +00
f tPe”tdt = pf tP~le tdr
0 0 Noter que

soitI'(p+1) = pI'(p). Clest ici un résultat de cours (comme
certaines des questions qui suivent);
mais la question demande explicite-
ment de le démontrer. Il faut donc le
faire.

VpeN*, T'(p+1)=pl(p)

2.1.2 T(1) = [ e7'ds = 1. Un raisonnement par récurrence utilisant la relation de
la question précédente démontre alors que

VneN*,T(n)=m-1)!

2.1.3 La fonction t — tP~le™! est continue strictement positive sur ]0,+ool, et
puisqu'elle est intégrable sur |0, +oo[ alors f;™° tP~le~!dt > 0. Soit I'(p) > 0.

Vp>0,I'(p)>0

2.1.4 la fonction s — s? induit un Cél-difféomorphsime de 10, +oo[ sur lui méme.
Le changement de variables ¢ = s?> donne alors

+00 +00 2
T(p) :f t”‘le—tdt=2f s2P~le™S ds
0 0
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N

D(a)

5>Pes com‘gés Au sud

+

b 2
Vp>0,T(p) :2/ s?P~lemSds

0

2.2.

Soient p et q deux réels tels que 2p —1 = 0 et 2q — 1 = 0. Pour tout réel a > 0, on pose

a
Ip(a):f PP lePdr et D(a)z{(x,y)ERz/xZO,yBOetx2+y2sa2}
0

. . C1.2g-1 —2—p? .
2.2.1 Soit a > 0. La fonction h: (x, y) — x?P~1y241e=*" )" est continue sur [0, a]?

donc d'aprés le théoréme de Fubini

a a
ff h(x, y)dxdy =f X2l (f yz"_le_yzdy) dx
[0,a)? 0 0

a 2 a 2
= (/ y*a-ler dy) (/ x?P~le™* dx)
0 0

ou encore

Va>0, ffw ]sz’”_lyzq_le_xZ_ydedy:Ip(a)lq(a)
,a

2.2.2 On considére le changement de variable x = rcos8, y = rsin8, de telle sorte
que
(x,y) €D(a) < (1,0) €[0,al x [0,7/2]

D(x,y)

=r,al
) r, alors

Sachant que le jacobien de ce changement de variable est

2 2 2
ff x2PLy2am ey dxdy:ff r2Pr2472 cos2P~1(0) sin%9 "1 (@)e”" rdrdo
D(a) [0,a]x[0,7/2]

Et ensuite via la formule de Fubini

a /2
ff x2p_1y2q_1e_x2_y2dxdy = (/ rz””zq_le_rzdr)) (f cos?P~1(0)sin?771(0)dO
D(a) 0 0

soit
2p—1_2q-1 _-x>~y° miz 2p-1 2g-1
ffD( )x ¥ e dxdy:Ierq(a)jo‘ CoS (0) sin (0)do
a

2.2.3 Pour tout a>0,
D(a) < [0, al’> = D(av'2)

39
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car si (x,y) € D(a) alors x2+y2sa2 avec x,y=0etdoncOsx<aet0<y<a,ie u\/iy
(x,y) €10, al®. Etsi (x, y) €0, a)? alors x,y=0et X2+ y2 < 2a2, soit (x,y) € D(av2). D(a
Maintenant la fonction h : (x,y) — x2971 yzq_le_’cz_y2 est partout positive sur
[0, +oo[? donc D(a)
h(x, y)dxdy < ff h(x, y)dxd sf h(x, y)dxd
fD(a) P [0,al? YEVE o VY av2

ce qui donne

/2 /2
Ip+q(a)fcos2”_lGsinz"_lﬂdesIp(a)lq(a) sIp+q(a\/§)fcos2p_16sin2q_l9d6
0 0
)

Mais comme pour tout p > 0 et par convergence de l'intégrale [;" 2P~ le~'dt, on a

+00

1
limI,(a) = P e dr= T
im1y(a) fo e 5L (P)

alors d'aprés le théoréme d'encadement, en faisant tendre a vers +oo dans les
inégalités (7) on obtient

n/2
I'(pI'(g)=2T'(p+ q)f cos?P~1 (@) sin®1(0)do
0
n/2
Y(p, ) €10,+00l%, T(P)T(q) = 2T'(p + @) f cos2P 1 (0)sin29 1 0)d0  (8)
0

2.3. D'aprés la formule d'EULER (8), avec p=qg =1/2onaT (1/2)? = 21“(1)]8‘/2 do =
7. et comme [ est partout strictement positive alors I'(1/2) = /7. Ensuite un
raisonnement par récurrence utilisant la relation I'(p+1) = pI'(p) valable pour tout
p > 0 démontre que

1) _2n)lyn

VneN, F(n+— =
2 22np)

lll. Fonctions de BESSEL

A

Pour tout A > —1/2, on note ], la fonction de BESSEL d'ordre A définie sur 10, +ool par

! (g))\f)\(x)

Vx>0, =
>0 ) rro+1)

] est de classe €*° sur 10, +ool.
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: 1
Dans toute la suite on suppose que A > — 3 #

3.1. Pour tout x >0, d'aprés l'expression de f) donnée dans (1 - p.36)

/2

f1(x) =2f cos (xcos0)sinBdd = 2
0

sin (xcos6) ]e_g sinx

—-X 0=0 X

Ensuite,

1100 1 (x)l/Zf ) /2 sinx
1 = — 1 = —
@ rgrm e/ 2 TV

Vx>0 71 (%) 2 sinx
x>0,J1(x)=1/=
2 T VX

et de ce fait

2x

J100 ~y [ — )
3.2. Soit x>0.
Ji(x0) = m (% (g)}\_lf)\(x) + (g))\f)((x))
=2~ m ) 5 e (10)
_ %mx) - r(é)r(ml%)(m 5 e
SUCE TOra+i+h e (11)

A
== =Trr1(x)
X
al'étape (10) on a utilisé la relation (2A+1) f)( (x) = —=xfr+1(x) démontrée précédem-

ment, et 4 l'étape (11) on a remplacé T'(A + %)()\ + %) parT(A+1+ %). On a ainsi

A
Vx>0, Jar (%) = ;J)\(x)—lﬁ\(x) 12)

41
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On pose

J

Les fonctions en jeu ici sont de classe €°°, on peut donc considérer que H est
l'endomorphisme de €°°(]0, +oo[,R) qui & une fonction f € €*°(]0, +ool,R) associe
la fonction de classe €

. 1.
H(f):x xf(x)

Notons D1'endomorphisme de 6€*°(]0, +oo[,R) qui a tout f € €°°(]0, +oo[, R) associe
sa fonction dérivée f’ et P 'endomorphisme du méme espace qui & un élément f
associe la fonction x — 1 f(x). On constate dés lors que H = PoD et que P est un en-
domorphisme inversible. P! étant l'endomorphisme qui a tout f € €°*°(]0, +oo[,R)
associe

P L) i x— xf(x)

Soit alors n € N*. On peut écrire: D oH" 1 =P loPoD)oH" ! =P LoH". ce qui
signifie que pour tout f € €°°(]10, +ool,R) et pour tout x €]0, +oo[

[H"1(N] (x) = xH"(f) (%) 13)

Considérons maintenant la fonction f de classe € sur 10, +oo[ définie par

V>0, f(x) = X

Montrons par récurrence sur n € N que

Vx€]0,+00l, J,,, 1 (x) = (-1)"x"*2 @ H"(f)(x)

Pour n =0 on abien d'aprés (9 -p. précédente)I% (x) = (—l)ox% \/%Ho(f) (x) =14/ Z?x

Soit n € N et supposons que la formule soit vraie & l'ordre n. Soit x > 0. En utilsant
I'hypothése de récurrence et la relation (13) on a

1= ((n+ DR (00 + 2 (H"(f))'(x))
nty T 2
—_"g'ﬁl( lln n+l )
= ()" 22" (e 5) = HY ()00 + <™ () ()

n+tl 2
= Tzl,ﬁé (x) + (—1)”\/;x"“+%H"“(f) (x)

42
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Or d'aprés la relation (12 - p.41) (qu'on applique a A = n+ 3)
n+i ,
Jn141 () = P Jnsd —]n+% (%)
2 1
. 1 1+1 pn+l
Par suite, J,, 1,1 (0) = (-D"" \/;x'” TIH™ () ().
Ce qui achéve la démonstration. Ainsi
1 /2 (1 d\*(sinx
VneN, Vx>0, Jn+;(x)=(—1)"x"*z\/;(;a) ( - ) (14)

5>Pes corrigés Au sud

3.4. On pose Y(A) =

deux fois

Tz En reprenant la définition de J, et en la dérivant

N =y fix)
JL () =Y (Ax)"lf)\ (x) + x"f)((x))
IEYERTON ()\()\ =DM A ) + 20N (0 + 2N f)(’(x))

ce qui donne

*2TY (20) + x5 (1) + (6* = AH)h(x) = YN [((x2 ~ A2 A A - DN f 0+
(x)\+1 +2Ax)‘+1)f)((x) +x}‘+2f)('(x)]

— Y()\)x)\+l

xfi(x) + @A+ 1) f (x0) + xf)(’(x)]
Mais selon (5 - p.37), xf' (x) + @A +1) fyr (%) + x f (x) = 0. Donc

KPIY(0) + x5 () + (= AD)JA () =0

J) est une solution sur 10, +oo[ de 'équation différentielle linéaire du second ordre

2y +xy +(x*-A)y=0 (15)

3.5. La fonction cos est développable en série entiére sur R et

+00 (—l)n on
VieR, cost= ) ——
=0 2n)!

43
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Donc avec t = xcosO ou xe Ret 0 €]0,m/2]

= (-1 )n 2n 21 () i 2A
x“"cos“" 0sin“" O

cos(xcos0) sin?} 0 =
,,Zb 2n)!

Fixons x > 0 et considérons pour tout n € N, la fonction

(=1 x2n

— 052" 0sin? 0, 0 €10, /2]
2n)!

On aalors :

+ Lesfonctions u, sont continues sur ]0, /2], chacune est intégrable sur 10, 11/2]
car au voisinage de 0 et quelque soit le signe de A

1
u,0 =0 (ﬁ) avec —2A <1
- la série de fonctions }_ u; cvs sur ]0,7m/2] et sa somme, la fonction U : 60 —

cos(xcos0) sin?! 0 est continue sur ]0,7/2] ;
- et finalement

n/2 xZn /2 de x2n
0)|dO<M- . <K 16
fo nO1dO< M- f 028 = 2n)! (16)
2 2\ /2 de
oﬁlesiA?Oeth(—) sinonethM[ —
T 0 6—2)\

2
Comme la série Z—énr;! converge (DSE de la fonction cosh) alors la série
¥ f% |1, (0)1d6 converge.

Ainsi, toutes les hypothéses du théoréme d'intégration terme a terme sur intervalle
quelconque d'une série de fonctions sont vérifiées, ce qui permet d'affirmer que

n/2 ( l)n
Hx) = 2[ cos(xcos0)sin®* 0dO = 2 Z
0

/2
f cos?"0sin®* 0d0O
=0 (211)' 0

Or d'aprés la Formule d'EULER (8 - p.40) appliquée a p=n+ % etg=A+ %

2 L(n+ 5\ +3)
f cos?"0sin®* 0do = ——2——2-
0 2FA+n+1)
/2 TrA+1) 21)!
etvul'expressionde F(n+%) onadoncf 05" 0sin* 6d0 = 2) ) \/E
0 2I(A+n+1) 22"n!
Ainsi
filD) = VAT + 2 5) Z v CDT 17
022" nIT A+ n+ 1)
44

Cas particulier

Si A=0 alors les fonctions u; sont
prolongeables par continuité sur le seg-
ment [0,71/2] et la série de fonctions
Y uu cvN sur [0,m/2]. Le théoréme
d'intégration terme a terme sur un seg-
ment d'une série de fonctions est donc
applicable dans ce cas.

Théoréme du cours

Soit Y fn une série de fonctions conti-
nues sur un segment J, qui cvu sur J;
alors la série ij [ est convergente et

> fn—f(an)

neN neN
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Alors
A too (_ 1) n

A
(g) )= (g) n;o 27T A+ n+1) !

1

) = —F(%)F()ﬁ )

XA\ 00 (=" x\2n
Vx>0, IA(X):(E) EOM(E) 18)

3.6. fy est de classe € sur R. Elle est continue en 0 et donc
/2
lim () = /3 (0) =2 f sin* 6d0
x— 0

ou d'une autre maniére, en utilisant le développement (17 - p. a gauche) de fj,

~ 1. 1 TEIA+3)
fA(O)_ﬁF(HE)'r(AH)" TA+1)

Les deux expressions de f)(0) se re-

X\A
joignent en utilisant la formule d'Euter.  Ensuite, sachant que pour tout x > 0, Jx (x) = : (E) fi(x). Alors

I A+

3.7. Uneautre expressionintégraledeJ,, neN

3.7.1 Soit (n, m) € N?. Sachant que pour tout p € Z

ifﬂ eipede:{o sip#0

21 Jn 1 sip=0
alors
2
1" (eie _ e—ie)”+2m eindge = L nJer(_l)k n+2m f“ pi(n+2m=k10 4~ ik6 ,~ind 4
21 Jx T 2 k -

:%”i’"(_l)k(n+k2m)/” 221(m=k0 49
k=0

-7
__pym|nt2m
=(=D ( m )

(}>Pes corrigés Au sud 45



MCNM’ Maths | Corrigé

L (" e —ie)’”z”‘ ~in® n+2m
— e’ —e e "™do=(-n" 19 S finiti
) ( (=D m (19) Par définition
+00 Z”
VzeC,e* = —
3.7.2 Soit x > 0. En utilisantla définition de l'exponentielle d'un nombre complexe, n=0 v
pour tout x € R
; i\ k
. oo +00 yk (pla_ p-ia
glrsina _ Z —(leln(X)k Z _'(—)
=0k i=o k! 2

soit
+00 1

Vo eR, e *sin® = ;;ﬂ (g)k (eior _ e—ia)k

Ensuite, selon ce résultat, pour tout 6 € [—m, 7]
i xsinf—ind mo > L (X\k( 0 _ip
plxsin®—ind _ ,—in Z _(_) (ez . ) Z vi(0)
o k2

L x\k o _ieyk,—ind . :
avec vi(0) = a (—) (e —e""M"e . Les fonctions v sont continues sur le seg-
ment [—m, 7] et pour tout 0 € [—m, 7]
k
X
e (0)] < o

donc la série de fonctions ) v CVN sur [-7,7]. Le théoréme d'intégration terme a
terme sur un segment permet alors de faire

L (™ ixsin0—in® 11 (x kf“ i0 ik —ind
— do=— E — = - do 20
21 J_n ¢ 2n k=0 k! ( ) —n(e ¢ e 20)

-T

i(k—Zp—n)ede

[n (eie_ e—i znGde Z( l)p( )fﬂ ei(kfp)eefipGe—inGde
=) (=n* f e
LI

de quoi on déduit que
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- s'il existe p € [0, k] tel que k = n+2p alors selon (19 - p. a gauche)

n . . .
(ele_ e—le)ke—lnede — (_1)P(n-;2p) 27

-7
+ siaucun p € [0, k] ne vérifie k = n+2p alors

" e _ o=k g-imb g _

-7

Le développement (20 - p. & gauche) devient alors

i T eixsinG—inGde — i = 1 (f)’”zﬁ T (eie _ e—iﬂ)n+2pe—in9de
21 J_q 2m p=0 (n+2p)I\2 -

3 > (=DP [n+2p (x)n+210

o m2pt| opo )2

too (1P +2

- p;) pln+p)! (g)n '
(P 2

(g)"pzo pl'(n+p+1) (g) '

ce dernier terme est exactement le développement de J,(x) vu dans (18 - p.45).

1 ™ . ..
VneN, Vx>0, () = o l¥xsin0-inb4q (21)
T

-7

3.7.3 Soit n€N. Pour tout x>0

1 L bl
Jn(x) = o (f cos(xsin0 — n6)do + if sin(xsin6 — n0)do

T -

mais comme la fonction 6 — sin(xsin0 — n0) est impaire alors

L
f sin(xsin® — n0)do =0

T

et grice a la parité de la fonction 6 — cos(xsin0 — 760) on a finalement

T
Jn(x) = lf cos(xsin® — n0)do
mJo
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1 T
VneN, Vxe€l0,+oo[, J,(x) = ;f cos(xsin® — n0)do 22)
0

. IV. Application a [étude de [équation de KepLER

¢

4.1.

Pour tout € €] — 1, 1[ on note @ la fonction définie sur R par
Vx€eR, @e(x) =x—€sinx

4.1.1 Soit e €] —1,1[. La fonction @, est de classe € sur R et pour tout x € R
@L(x) =1—gcosx

comme -1 < € < 1 alors pour tout x € R, ¢.(x) > 0. ¢ est donc strictement
croissante. D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires @ (R) est un intervalle
de R. C'est ici plus précisément ]lim(ps,lim(pg[ =] -o0,00].

—00 o0

Alors

? @, est une €°-difféomorphisme de R sur R. l

N

4.1.2 Tout élément ¢ de R admet un unique antécédent par la bijection ¢, dans R
qu'on va noter x; (vu qu'il dépend de ¢ et de €). x;¢ est 'unique élément de R tel
que

Pe(Xpe) = Xpe — esin(x;e) = ¢

Ce qui permet de définir l'application v: (t,€) — X;. Ainsi

v est I'unique application de Rx] —1,1[ dans R telle que
V(t,e) eRx]—-1,1], v(t,€) = t +esin(v(t,€))

4.2. Premiéres propriétés delafonction v: Soit € €] — 1,1[.

4.2.1 Ona @¢(0) =0 et ¢ () = 7 ce qui signifie par définition de v que

T v(0,e) =0et v(m,e) =7 (24)1

I J

f/:Théoréme du coursi\:w

Unefonction f:1—],oulet] sontdes
intervalles non triviaux de R, est un €7 -
difféomorphisme (peN*) si et seule-
ment si

f=J

festdeclasse 6P surl

viel, f/(6)#0

Noter que: l'injectivité de f est une
conséquence du fait que sa dérivée ne
s'annule pas sur I et de ce fait, grace
au théoreme des valeurs intermédiaires,
garde un signe constant sur I (f est
donc strictement monotone sur I).

(Précision )
—_— T
On a pour tout (£,x,e) € R?x]—1,1]

x=t+esinx = x=v(t,e) (23)

( Précision )
Si on fixe €€]-1,1[ alors We:t—
v(t,€) est la bijection réciproque de (¢

(P =we)
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4.2.2 Soit t € R. On a v(-t,e) = —t +esin(v(-1,€)) qu'on peut réécrire sous la
forme: —v(—t,€) = t+£sin( —v(-t, 8)). Ce qui implique, par unicité de v(t,€), que
v(t,e) = —v(—t,e).

La fonction (t — v(t,€), t € R) est impaire

4.2.3 Soit t € R, I'égalité v(r+2m,€) = t +2n +esin (v(f +27,€)) qu'on peut écrire
sous la forme: v(¢ +2m,€) — 27 = ¢ +esin (v (¢ + 27,€) — 27), implique que v(t,€) =
v(t+2m,€)—2m. Alors

VteR, v(t+2m,e) = v(t,e) +2n

Ensuite, 1'égalité précédente implique que pour tout ¢ € R, v(t +2m,€) — (£ +2m) =
v(t,€) — t et cela signifie que

La fonction (t — v(t,€) — t, t € R) est 2n-périodique

4.5. Régularité delafonction v

On note % =Rx] —1,1[xR, et on désigne par g la fonction définie sur % par
V(t,e,x) €%, g(t,e,x)=x—¢€sinx—t

N

4.3.1 g estde classe € sur % comme somme de produits de fonctions de classe
€. Pour tout (t,€,x) €%

0g

(t,e,x) =1—¢€cos(x)
0x

et 12 on constate que pour tout (t,€, x) € %, g—f’: (t,e,x)>0.

La fonction g est de classe € sur % et

0g
V(tg x), —(t,e,x)>0
0x

4.3.2 Soit (t,e) € Rx] —1,1[. Posons x = v(t,€) de telle sorte que g(t,&,x) =0. La
fonction g est de classe € et 2—§ (t,€,x) # 0 donc d'apreés le théoréme des fonctions
implicites, il existe des ouverts V de Rx] —1,1[ et I de R, voisinages respectifs de
(t,€) et de x et une fonction de classe €*°, w:V — I tels que

V(s,8,y)eVxI g(s58,y) =0 y=w(s,95)

Mais puisque
g(5,6,)) =0 y=s5+0siny < y=1v(s,0)
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alors v coincide avec w sur l'ouvert V. La restriction de v 3 V est donc de classe €°.
Ainsi pour tout (¢,€) € Rx]—1,1[, il existe un voisinage V de (¢,€) sur lequel v est de
classe €. Alors

v est de classe €*° sur Rx]—1,1].

4.4. Expressionde v alaide d’une série entiére de la variable €

4.4.1 Pour tout (£,€) € Rx]—1,1[ v(t,€) = t+esin (v(z,€)). ce qui donne en dérivant
partiellement par rapporta tetae

av(tﬁ)—1+€ay(te)cos[v(ts))
or ' o '

@(t €) =sin(v(t,¢)) +e%(t g)cos (v(1,€))
68 ’ - ’ ag ’ ’

En multipliant la premiére équation par 6%(l‘, €), la deuxiéme par %(I, €) et en
faisant la différence des deux équations ainsi obtenues, on déduit que

0—@(1‘ ) —sin (v(z ))@(t )
_68 , € S V(L€ or , €

@—ysinv
de Ot

4.4.2 Soit n € N*. La fonction sin” v est de classe ¢ comme composée de fonc-
tions de classe €.

9 (@ sin” v) = az—vsin" v+ n@%cos vsin” v
Oe \ Ot " 9edt or Oe
o (@ sin” v) = az—ysin" v+ n@@cos vsin” v
AGS - 0tde de ot
) ) oo %y %y
Mais, v étant de classe €, le théoréme de Schwarz donne = ——. Donc
0rd0e 0e0t
o (ov ., \ o fov .,
&(asm v) =3 (68 sin v) (25)

4.4.3 Par récurrence sur n € N*.

. Oov ov |
Pour n=1on abien — = — -sinv.
oe Ot

50

Précision

L'existence de v a été démontré de ma-
niére globale sur son domaine de défi-
nition Rx]—1,1[. Le fait qu'elle soit de
classe € est justifi¢ de maniére lo-
cale grace au théoréme des fonctions im-
plicites. C'est I'une des utilisations cou-
rante de ce dernier théoréme.

v est de classe €°° donc ces dérivées
partielles existent.
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‘g% rmulation erronée d'un raisonne-

R FiLiIERe MP

ment par récurrence qui consiste a dire
supposons que YneN, -2 (n)--

dans ce casil n'y a plus rien a démontrer.

(}>Pes com‘ge’s Au sud

. . "y 9" (dv 1
Soit n € N* et supposons que 57~ 3T\ 3r -sin” v|. Alors
6"“1}_2(6"1/)_3(6”‘1 (av sin v))
dentl  de (ome) de\orn1 (ot

Mais justement d'aprés le théoréme de SCHWARZ généralisé, lorsqu'on applique les
dérivées partielles suivantes a des fonctions de classes 6", on a:

0 an—l an—l )

e o1 a1 e

Donc
"y _ o (6 (av sin” y))— o (6 (Gv sin” y)) o (avsmv -sin v)
e+l 9171\ oe | ot S a1 \at\ o ot {0

_ 0" (0v . i )

=37 (asm v

Ce qui achéve la démonstration. Ainsi

VneN*

"y 9! (av

N
) =——|—-sin" v
oe” o1\ ot )

444 Soit neN, pour tout € R,

n+1(t) _

1
sin _ ( it_e—it)"+1 L PN L TRy
(Zl')nJrl k

“zm &Y
donc

dr n+l

m (Sin”+1 t) (21)1n+1 Z (-1 ( ]'::' 1)(1(1’1 41 _zk))nei(n+1_2k)

w (Sinn+l

ntlin+1
2n+1 Z( )|n+1—2k|"

Mais comme Z”“ ("H) 2"+1 et pour tout k€ [0,n+1], [n+1-2k|< n+1 alors

n
— (sin

o n+1 t)

<(m+D"

n

vneN, VieR, |— (sin™*!¢)| < (n+ )"
dtn( )I<(+1)
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Ensuite ; soit z € C; alors pour tout n e N*,

dnfl ) 2z n-1
——(sin 1) —| < |z|™
den-1 n! n!

n—1 n

le rayon de convergence R de la série entiére ) _ FrE (sin” ¢) — est donc supérieur
n!

n-1

n
ou égal 4 celui de Z z" qu'on va noter R;. En utilisant la formule de Stirling,

si z # 0 alors:
n—1 1 (Ze)n

n = (2) =
. SV e
n! 2nn \n o7 ndl2

. n-1
la suite ("n, z”)
: neN

. est donc bornée si et seulement si la suite ((ze)"),,cy est

1
bornée, ce qui est équivalent a |z| < —. On en déduit que Ry = —
e

n—1 n

z 1
Le rayon de convergence de la série entiére ) —— g (sin” ) = est = —
n! e
On peut démontrer que
+oo gn-1 el
n
Y(t,e)ERx [——, = v(ts)—t+zdn1 I)E

4.5. Expressionde v faisant intervenir une série de FOURIER de la variable ¢

Soit € €] — 1,1[. On rappelle que la fonction ve : t — v(t,€) — t, définie sur R est
2n-périodique, de classe €1 et impaire. On notera (an) nen €t (bp) nen+ les suites des
coefficients de FOURIER trigonométriques de ve.

4.5.1 Puisque v est impaire alors a, = 0 pour tout n € N.

4.5.2 Soit n € N*, encore par imparité de v,
2 L
b, = —f Ve (1) sin(nt)dt
mJo
W, = U, +idg est la bijection réciproque du €°°-difféomorphisme @, de R dans R.

On pose t = @¢(u). Ce qui revient a poser u =g (1) = t+ Ve (1). Sachant que @ (0) =
et ¢ () = 1t alors

2 bl
by = ;fo (u— e (w)) sin (npe (W) @ (w)du

52

Résultat de cours
La formule de Stirling

n\n
nl~ 2nn(f)
e

Attention

Lorsqu'on écrit une formule d'équi-
valence, toujours vérifier si elle ne se ra-
mene pas a I'équivalence d'une expres-
sion donnée avec 0.

Précision
On intégre ici sur un segment, on n'a
pas donc vraiment besoin que le chan-
gement de variable soit un ¢! -difféo-

morphisme. On le signale ici juste par
commodité de calcul.
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Théoréme du cours

Théoréme de DIRICHLET de la cvN: Soit
une fonction g:R—— C, continue et de
classe €1 par morceaux, alors sa série de
FOURIER cVN sur R et la somme de cette
derniére est g.

(}>Pes com‘ge’s Au sud

Le calcul suivant démarre avec une intégration par parties.

T b
bnzg( —(u—q)g(u))w +lf (1 - () cos (nge (w))du
T n o nJo
2 (n ,
= (1-¢L(w)cos (nge(w))du
2 L L
= —(f cos(ncpg(u))du—f (p’s(u)cos(nq)s(u))du)
nn \Jo 0
T 1 L
nn Jo nmn n 0
2 L
= %fo cos (nge (u))du

et comme @ (u) = u—¢€sin u alors

2 T
vneN* b, = —f cos (nu— nesin u)du
nn Jo

2
4.6. D'aprés l'expression (22 - p.48) de la fonction J,, ona b, = ;]n(ne).

Maintenant, puisque la fonction v¢ est de classe € sur R alors d'apreés le théoréme
de la convergence normale d'une série de FOURIER,

+00
ViER, ve(t) =) bysin(ni)
n=1

Ce qui donne

+00
VieR v(te) =423 n)

n=1

sin(nt)

4.7. Lafonction v est continue donc d'aprés le théoréme de PARSEVAL la série Y b?
est convergente et

(o) 2 T
Y vh= —f ve (0)2dt
n=1

mJo

En posant comme dans la question précédente ¢ = @, (1),
L 2 bl 2
f Ve(1)*dr = f (u— e (W) @, (w)du
0 0
L
= f e”sin® u (1 —ecos u)du
0

L T
= Ezf sin® udu — ssf cos usin® udu
0 0
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f 1 cos(2u) du——[sm (u)]

82

2

w|m

=

de quoi on déduit que

0 n(ns) 32

”MS
4=I

Session 2012

54



	Mathématiques I
	Une fonction définie par une intégrale
	Une formule d'Euler
	Fonctions de Bessel
	Application à l'étude de l'équation de Kepler


