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Transformée de Laplace

—~ Blague du jour N uad

Il était une fois un explorateur qui tomba devant un lion.
L’explorateur apeuré dit :

- Dieu, faites que ce lion est une pensée et foie en vous.
Et le lion répondis : Dieu, bénissez ce repas.
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® Enoncé : CCP 2011, MP

Le sujet est composé de deux exercices et d'un probleme indépendar

LAPLACE
e 178971827 = L

ats.

EXERCICE 1

. : 2x"
On considere la série ) - ———.
n?—1
n>2
O Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.

} ) 2x"
O On note S la fonction somme de la série 2 T Déter-

n>2 n
miner S sur | — R, R[.
0 Démontrer que S(x) admet une limite lorsque x tend vers 1
par valeurs strictement inférieurs et déterminer cette limite.
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Former pour réussir

—~ Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

Mathématicien, astronome et physicien frangais.Il a contribué
de facon décisive a I'émergence de 1’astronomie mathématique
et de théorie des probabilités. il était nommé ministre de
I'Intérieur, puis comte de I'Empire, en enfin marquis.
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EXERCICE 2

On considére 1'équation différentielle (E); 2xy’ — 3y = v/x.
O Résoudre (E) sur |0, +oo|.

O Déterminer I'ensemble des solutions de (E) sur l'intervalle
0, 4-o0].

PROBLEME : AUTOUR DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Dans tout ce probleme, on note :

-F(R™,R) I'ensemble des applications de R* dans R;

- E 'ensemble des fonctions f : R* — R, continues, telles que,
pour tout x > 0 réel, la fonction t — f(t)e ' soit intégrable sur
R*;
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-F 'ensemble des fonctions continues et bornées sur R™.
Pour tout f dans E, on appelle transformée de LAPLACE de f et on
note L(f) la fonction définie pour tout x > 0 réel par :

LN = [ e e

O Questions préliminaire

Soienta € Ret f : [a,+00[— R une fonction continue par
morceaux. Pour tout x dans [a, +-00[, on pose :
X

G(x) = / F(£)dt.
On considere les propositions guivantes :
(i) f estintégrable sur [a, +-oo[;
(ii) G admet une limite finie en +oo.
Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles
entre (i) et (ii) lorsque :
(a) f estpositive sur [a, +oo[;
(b) f n’est pas positive sur [a, +-0].

PARTIE I : Exemples et propriétés

0 0O Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de
F(RT,R).

[0 Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

O Justifier que £ est une application linéaire de E dans
F (R, R), espace vectoriel des applications de ]0, +oo]
dans R.

O On consideére la fonction 4 : RT — R définie par
U(t) = 1. déterminer L(U).

0O Soit A > 0 réel. on consideére la fonction &, : [0, +-00[—
R définie pour tout t > 0 par: 1) (t) = e *. Démontrer
que h) est dans E et déterminer L(h, ).

Soient f dans E et n dans IN. On considere g, : t — t" ()
de [0, +oo[ dans R.

Pour x > 0, justifier de I'existence de A > 0 tel que t"e ™™ <
e ? pour toutt > A.

En déduire que g, est un élément de E.

Transformée de Laplace d'une dérivée

Soit f dans E de classe C!, croissante et bornée sur [0, +oo|.
Démontrer que f' est encore dans E et que l'on a: Vx €
0, o0, L(f)(x) = xL(f)(x) — f(0).

Régularité d"une transformée de Laplace

0O Démontrer que pour tout f dans E, la fonction £(f) est
de classe C! sur |0, +-oo[ et que 'ona L(f) = —L(g1) ont
g1 a été définie a la question 4.

O Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L(f)
est de classe C* sur ]0,+oo[ et pour tout x > 0 et
n € N, déterminer £(f)" (x) a 'aide d’une transfor-
mée de Laplace.

PARTIE II : Comportements asymptotiques

Dans toute cette partie, f est un élément de E

O On suppose dans cette question que f est dans F.

0 Déterminer la limite en +oco de L(f).
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O Théoreme de la valeur initiale

On suppose, de plus, que f est de classe C' et croissante
sur R™, avec f "bornée sue R™.

Démontrer que xl_i)rfoo xL(f)(x) = f(0).

O Théoreme de la valeur finale
On suppose dans cette question que 1_i>m f(x) = £oulest
X

“+o0
un réel. Soit (a,),eN une suite de réels strictement positifs
qui converge vers 0.

[0 Démontrer que f appartient a F.
00 Soit n un entier naturel. Démontrer que a,L(f)(a,) =

+o00
/ h, (x)dt[x] ot hy, est la fonction définie sur [0, +o0]
0

par hy (x) = e f <ai)

[0 En déduire a I'aide du théoreme de la convergence dom-
inée, que ngrf anL(f)(an) = ¢.

00 Lorsque ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(x) en
0.
0 Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur R™
—+00
et on pose R(x) = / f(¢)dt pour tout x dans [0, +oo[.
X

0 Démontrer que R est une fonction de classe C' sur
[0, +o0] et déterminer R'.

En déduire que, pour tout x > 0 réel, ona: L(f)(x) =
R(0) — xL(R)(x).
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O Onfixe e > 0.
Justifier de I'existence de A réel positif tel que pour tout
t > A,onait |R(t)| <e.
En déduire que, pour tout x > 0, on a: |[L(f)(x) —

R(0)| gx/oA|R(t)|dt+s

O Démontrer que L(f) se prolonge par continuité en 0 (on
précisera la valeur en 0 de ce prolongement).

PARTIE III : Application

O Calcul de l'intégrale de Direchlet

Ici f la fonction définie par: f(0) = let f(t) = ﬂTnt pour

t > 0réel.
O Démontrer que la fonction G : Rt — R définie par

X
G(x) = / f(t)dt admet une limite réelle £ en +oo.
0

(n+1)m
0 En considérant la série Y _ u, ot u, = / |f(t)|dt,
1’120 nrw
démontrer que f n’est pas intégrable sur R*.
O Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que pour
tout X >0ona: )

X
int)e ¥dt=—
/0 (sint)e T+

Démontrer que la fonction t+ —— (sint)e™
grable sur R™.

(e X(xsin X + cos X) — 1).

¥ est inté-

“+o00
Déterminer alors / (sint)e *dt.
0
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00 Déterminer, pour x > 0, une expression simple de lim L£(f)(x) = .
£(f)(x) et en déduire £ J(C)—;lono’cera que, par rapport a la question 9), on a rem-
Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant(La dé- placé l’hypothé se f intégrable sur R* par lihyp othese
marche de la preuve étant identique a celle de la ques- _ X
tion 9)) : ) xl_lgloo/o f(t)dt=CeR.
Lorsque f dans E vérifie xl_i}rijO /0 f(t)dt = ¢ € R, alors

A la prochaine
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