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® Corrige : Pr. Dufait, rance
2
1 Soit, pour n > 2,a, = " 1.OnaVn > 2, a, > 0et
1)2-1

In_ _ (1 +2 ) 1 dongc, selon la regle de D’Alembert,
Ap41 nc—1 n—+00
R=1

1 1 .
2 Pourn>1,a, = — = b, — ¢, et, comme ci-dessus
) n—1 n+1 y
lim " = lim - = 1 montre que les séries 2 T et

n>2
n

)3

ont aussi comme rayon de convergence 1. On peut donc

n22n+
écrire, pour tout x E] -1, 1[\{0},
) f oL Z 2oo i+l oo -1 Zooxn 1 [S
S(x) = =X g __
—n—1 =nt n=3 =1 X s
, 1—x2 X
soitVx €] —1,1[\{0}, S(x) = In(1—x)+1+ > etS(0) =0
1
3 Pour x €]0,1], S(x) = —;x(l—x)ln(l—x)—kl—i—g donc
3
lim S(x) = =.
Jm S =3

Exercice 2

1 Sur |0, +oo[ I'équation homogene associée a (E) : 2xy’ — 3y

a pour solutions les applications x — C3p {3ln|x|} = Cx¥/?

N O

Former pour réussir
avec C € K (K étant R ou C). Puis la méthode de variation
de la constante permet d’écrire les solutions de (E) sur |0, +00]
sous la forme y(x) = C(x)x¥? avec C dérivable sur ]0,+oo]

1
et Vx > 0, 2x°2C"(x) = «!/? soit C(x) = —5- + K. Ainsi
NE

les solutions de (E) sur R a valeurs dans K sont les fonctions x +— -5

2 Si y est solution de (E) sur Ry, selon [ 1], il existe

K € K tel que Vx > 0, y'(x) = ——= 4 —+/x et donc

v (x) o T ce qui interdit a y d’étre dérivable en 0. Donc
x—

I’ensemble des solutions de (E) sur R est vide .

Question préliminaire 1 () (if) .

x" b (B (i) .

g raric1 ]

2 C%(R,R) étant un sous-espace vectoriel de F(Ry,R), il

suffit donc de montrer que E est un sous-espace vectoriel de
C’(R4, R).
E contient clairement la fonction nulle donc E #* @ et si
(f,g§A) € EXEXxXR, pour tout x > 0, les deux fonctions
t — f(te ™ et t +— g(t)e ™ sont intégrables sur R, donc
t — (f(t) + Ag(t))e ™" Lest aussi donc f + Ag € E. Donc
E est un sous-espace vectoriel de F (R4, R) .

b F = C°(R:,R) NB(Ry,R) est un sous-espace vec-
toriel de F(Ry,R) et si f € F, ona Vx > 0, Vt ¢
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Ry, |[f(He ™| < (K2l e ettt — e intégrable sur R, donc
t +— f(t)e ™ l’est aussi donc f € E et donc F C E. Donc
F est un sous-espace vectoriel de E .

¢ Par linéarité de lintégrale sur L'(Ry,R), pour tout
(f,gA) € EXEXR,

Vx> 0, £(f +Ag)(x) = /0
soit L(f +Ag) = L(f) +AL(g). Donc L € L (E, F(R},R)) .

—+00

+00
3 U e Fdoncl € EetVx > 0, L{U)(x) = / e Xtdt —
0

e ¥t 1
{— » L soit Vx > 0, L(U)(x) = e

b o Deméme, hy € FcarVt € Ry, |hy(t)] < 1donchy € E.
+o00
oVx > 0, Llhy)(x) = / e~ NP g = L(U)(x + A) donc
0

Vx>0, L(hy)(x) =

x+A°
tne—xt xt tne—xt
4 <>7xt:tne_7 — OdonC3A>O, VtZA, 731
x
soitIA >0, V> A, e ¥ <e 2.
0 —xt n—xt _
o gn € C'(Ry,R) et Vx > 0, gu(t)e™ = f(t)t"e S

xt

t
@) (f(t)e_T) ett — f(t)e_x? est intégrable sur /Ry donc t —

gn(t)e ™ l'est aussi. Ainsi g, € E .

5 Déja, f est de classe C! sur R donc f € C°(R.,R). Puisque
f est croissante, on a f > 0.donc Vx > 0, Vt € Ry, f'(t)e™™ >0

Y
et, selon [ 1.a], il suffit de montrer que / f'(t)e ™ dt a une limite
0

finie quand y tend vers +oco pour avoir f' € E. Or, par intégration
par parties,

[ Fneae= [fme ] +x [ ptje " dt = fype — £©) +x [ £
() +Agl)e <t = [ fne a4 2 G T giepertutigues oprys st > 0, [[f(0e " dr

y——+00
L(f)(x). D’autre part, f étant bornée Vx > 0, Vy >

O|f(we | < |fll.e y—>—+o>o 0. La limite du membre

de droite existe donc quand y tend vers +co ce qui donne
fleEetVx >0, L(f)(x) =xL(f)(x)— f(0).

6 Soit 2 > 0. Appliquons le théoréme de dérivation des

intégrales a parametre sur [a,+oo[, en posant pour (x,t) €
@, +0o[ xR, 9, 1) = f(t)e

e Pour tout x € [a, +oo[, application t — f(t)e " est con-
tinue (par morceaux) et intégrable sur R,

e Pour tout (x,t) € [a, +oo[ xRy, dpx(x,t) = —tf(t)e ™ =
—g1(t)e ™ existe,

e Pour tout f € R, x — d¢x(x, t) continue sur [a, +o0],

e Pour tout x € [a, +o0[, 'application t — d¢x(x, t) est con-
tinue (par morceaux) sur R,

e Vx € [a,+oof, Vt € Ry, |dgpx(x,t)| < t[f(t)|e ™ =
|g1(t)|e et, selon [ 4], t — g1(t)e”™ est intégrable car
g1 €E,

donc L(f) est C! sur [a, +oo et Vx € [a,4+o0], (L(f)) (x) =

—+o0
/0 d¢x(x,t)dt = —L(g1)(x). Ceci étant vrai pour tout a > 0,
L(f) est de classe C! sur |0, +oo[ et (L(f)) = —L(g1) .
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b Montrons par récurrence sur n € IN que L(f) est de classe
C" sur ]0, +oof et (L))" = (=1)"L(gn)
— pour n = 0, puisque, selon [ a], £(f) est de classe C! sur
10, +-o00[, a fortiori, £(f) est de classe C° sur 0, +oo[ et I’é-
galité est immédiate car g = f;

— si le résultat est vrai pour n, en appliquant [ a] a g, qui
appartient a E d’aprés [ 4], on obtient que L(g,) est de
classe C! sur ]0,+oo[ et (L£(g1)) = —L(gn41), car Vi €
Ry, tgn(t) = gu+1(t). On a donc L(f) est de classe
C"*1 sur 10, +oo[ et (L()"T = (—1)"1L(g).
L(f) est de classe C* sur |0, +co| et Vn € N, (/J(f))(") = (A1

Ainsi

)" L(gn) :

7 fe€FdoncVx >0, Vt € Ry, |f( e * donc

e | < |fll

Vx >0, |L(f)(
d’apres [ 3.a]. On en déduit que L(f)(x) e 0.

b On retrouve ici les hypotheses de la question [ 5]: f de

classe C!, croissante et bornée. On a donc Vx > 0, x£(f)(x) =
L(f")(x) + f(0). Mais, de plus, f" est bornée donc ' € F et donc,
suivant [ a], £(f')(x) B 0etdonc x L(f)(x) — £(0).

X—+00

0 - _\ : _
8 Onaf € C’(Ry,R) et tggloof(t) = ¢ donc tETw‘f(t)‘ =

6| <|¢| +1etdoncIA € Ry, VE=> A, |f(t)] < [¢] + 1. D’autre
part, f est continue sur le segment [0, A] donc elle y est bornée.

) . Ainsi

On a ainsi Vt € Ry,

f(t)] < max

sup |f(u)
uel0,A]

A= | [ e el < [Tirole Far< |l |

Mot

Former pour réussir

feF.

b En effectuant le changement de variable t = i, on a

anL(f)(an) = an/ f(t)e ant 4t = g, /0+00f (in) e U ldu

an an

u

— ] e
an

—u

soita, L(f)(ay) _/o hy(u) du avec Vu € Ry, hy(u) :f<

¢ Comme le dit I’énoncé, utilisons le théoréme de convergence
dominée :
eVn €N, h, € C°(Ry,R),

eVn € N, Vu € Ry, |hy(u)] HfHOOe_” et u —
|| f]|. e " est intégrable sur R,
le ™ si
o i, — hsur Ry avec h(u) = © sz.u>0 car - ——
b £ f(0)  siu=0  an noteo
e ¥t dt 2> 0,
e /1 est continue par morceaux sur R .
400 +o0 +oo
On a donc/ hy(u)du — h(u)du = ¢ / e "du ce
0 n——+oo 0
qui donne, avec le résultat du [ b], l_1>r£ anL(f)(an) =1¢.
n [e¢]

d Ceci est vrai pour toute suite d’éléments de R, convergeant
vers 0 donc la caractérisation séquentielle de la limite permet
de conclure que 111’61+ xL(f)(x) = £ ce qui donne, si £ # O,

X—

) ~ L

x—0t X

9 ¢ Puisque f est intégrable sur Ry donc aussi sur [x, +o0]
pour x > 0, R est définie sur R4 et ona Vx € R4, R(x) =
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X X
—/ f(t)dt. Or, f étant continue sur R}, x — / f(t)dt
0 0

est de classe C! sur R, et c’est une primitive de f. On a donc

Restdeclasse C'sur R, etR' = —f .

¢ On ne peut pas appliquer directement le résultat de la question

[ 5] @ R qui n’est pas croissante en général. Cependant, d"une part
R' = —f appartient a E car f € E (hypothese de la partie), d’autre

part, R est continue sur Ry et lim R(x) = 0 € R donc R appar-

X—>+00
tient a F selon [ 8.a] et la démonstration de I'égalité au [ 5] n’utilise

que que le caractere borné de la fonction f et le fait que f et f’
soient dans E. Cette démonstration s’applique donc a R et donc

L(f)(x) = R(0) = xL(R)(x) -
b ¢ On a déja indiqué ci-dessus que thrf R(t) = 0 donc
— o0
Ve >0, dJA € Ry,
¢ On a dong, pour x > 0, selon [ aj,

( +o0
£ - RO)| = [re®) @] = | [ R

—+o0
<x [ [R@)eTdt carReE
0

(1] <e.

ee “dtcarld € E
SX/OA‘R(t ‘dj+x/()+°°ge_Xtdt
() =RO)| <x [[RE)|dt+e.

A
fixé,x/ IR(t)|dt —— 0 donc 37 > 0, Vx €05, 0 <
0

x—07F

\

soit Vx > 0, ¢ A étant

x/OA‘R(t)‘ dt < e donc Vx €]0,7[, |£(f)(x) — R(0)| < 2¢. Donc

_ /O+oof(t)dt.

Remarque : Dans le cas oi, comme ici, f est supposée intégrable sur
R, une simple application du théoréme de convergence dominée donne
le résultat ci-dessus. La démonstration proposée par I'énoncé a I’ intérét
de s’appliquer aussi au cas oit f n’est pas intégrable mais d'intégrale sur
R improprement convergente comme I'énoncé lui-méme le souligne au
[ 10.d].

L(f) se prolonge en 0 par £(f)(0)

sin
10 La fonction f ainsi définie est continue sur R car 5 T 1
t—0

et on a, pour tout x > 0,

/f £ d — /f dt+/ L“tdt /f dt—i—{ COStL—

t
—/f ) dt 4+ cos(1) — o5 ¥ /%dt /f ) dt + cos(1
1

X

X—+o0

Cos X
car, d’une part, \ } < — — 0 et, d’autre
X X x—+oo
cost 1 )
part, el O <t_2) intégrable sur [1,4oo[. Donc

F admet une limite réelle  en + oo .

b Si f était intégrable sur IRy alors Z u, =

(N+1) +o0 .
/o F(5)] at Notoo Jo |f(t)| dt. Mais
Vn € N* _ [ [sin] di > (n+)7  |sint| i | |sint| N
n , Mn_/nrr o _/nn W _/O m
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ce qui montre que ) _ u, diverge. Ainsi f n’est pas intégrable sur R .
n>0

¢ ¢ On peut écrire Vt € R, sint = Qm (eit>

donc

X X .
/ sinte *dt = Sm (/ e(_x+1)tdt) = Qm
0 0

(—x —1) [(cosX—l—isinX)e‘xX — 1]
x2 41

/

o] X

—x+1i

&

m

\

X
ce qui donne bien Vx > 0, VX > 0, / sinte ¥dt = —
0

1
el

Mo

d ¢ f est continue sur R et tgrf f(t) = 0donc, selon [ 8.a],

f € F.Donc f € E et la question [ 6.a] donne (£(f))' = —L(sin)
. ’ N / _ . . . .

sel(t,_gclH ore [1 Vx>0, (L(f)) (x) = T 1.A1IISI, il existe une

telle que donc Vx > 0, L(f)(x) = C — Arctan x.

(f)(x) = 0soit C = g Finale-

ment, Vx > 0, L(f)(x) = g — Arctan x .

™

Sm
XA \ .
ais, selon la‘question [ 7], lim L
xX—+oo

¢ Comme on en a fait la remarque a la fin de la question [ 9], l'in-
X+ ,gesngﬁ@)]ét@f&e_ fl}y’est pas nécessaire pour obtenir le résultat du [

X
osin € Fdoncsin € E donc pour tout x > 0, ¢ — sinte ! est intégrable surdR’ 1l est suffisant que xl_lgrloo /0 f(t)dt existe pour cela. Donc

¢ En passant a la limite quand X tend vers +co dans la formule
ci-dessus, on obtient

+oo 1
Vx >0, / sinte *dt =
0

x24+1°

lim £(f)(x)

x—0F

ce qui donne ¢ = /
0

=/¢.0r lim L
x—07F

+00 gin ¢
sint g,

() = lim

x—0+

(g — Arctan x)

E
5

A la prochaine
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