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/ —
O Le probleme de Cauchy { 4 y—(i_();y:_of , associé a une équa-

tion différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 résolue en v/, a
coefficients continus sur I, admet une solution unique sur I
qu’on peut calculer, par exemple, par la méthode de variation
de la constante.

On peut aussi remarquer que g : x — ¢(f)(x).e”" est dériv-
able sur I et que

Vx €1, g'(x) = e™(co(f)(x) + ¢(f) (x) = e f(x).

X
Comme g(0) = 0 :Vx € I, g(x) = /0 el f(t) dt ; ce qui
montre la formule annoncée.

O ¢(f) = f —co(f) est continue, donc ¢(f) est de classe C! sur
I.

La linéarité découle de la formule du I1 et de la linéarité de
I'intégrale. On peut aussi la démontrer a ’aide du principe de
superposition.

0 Vuen cours : Vf € CUI), |Iflly < Vb—allfll, et |fl, <
VB allfll.

U Soitx € 1.
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Donc [lp(f)ll < ey,

O lp(@l < [ etlfmldr<e [ e If)] di <
) [ FO de =g

Par intégration, on en déduit que |¢(f)||; < (b —
a).e" " ]y

0 En combinant les questions II 1 et 4, on obtient |¢(f)(x)| <
Vb —a et f],.
On en déduit que ||¢(f)|, < Vb —avb—a ec(b=a) £l -

00 Comme ¢ est une application linéaire, les inégalités établies
aux questions 2, 3 et 4 assurent que l'application ¢ de
C%([a,b]) dans lui-méme est continue lorsque C°([a,b]) est
muni de la norme ||.||,, de la norme ||.||; ou de la norme ||.|,.

Partie IT1

O On utilise la formule dulI1.SiA # ¢, ¢(fy)(x) =

; sinon, ¢(fy)(x) = xe .
0O Dans tous les cas, les fonctions f, et ¢(f) ) sont positives, con-
tinues sur I = [0, +-oo[ et négligeables au voisinage de +oo

max(|1 —e |,

c
max(|1 —e |,

e—Ax —e X

c—A

devant —, donc intégrables sur I.
x
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1 1
On obtient facilement || f, [|; = 1 et |le(fa)ll; = e

Le méme raisonnement donne || f A ||2 =
1
2Ac(A +¢)

La restriction de ¢ a L!(I), encore notée ¢, est linéaire.

= et ()l =

Soit f € L'(I). On montre que ¢(f) (qui est continue) est inté-
X

grable en montrant que / |o(f)(x)| dx est majorée quand
0

X décrit I.

Le théoreme de Fubini sur un domaine triangulaire (donc élé-
mentaire) assure que

[lowl @ < [T e o

/OX</0 =) [£() |dt)dx_/( ix|f |dx)dt

Done [“lo(N() dar < [T pwlar <

X1 4 1 [+ 4
_ < — = — .
/O C|f(t)| t_c/o f(t)| dt C||f||1
On en déduit que ¢(f) est intégrable sur I et que ||¢(f)[|; <

1
~ £l

Autrement dit, ¢(f) est dans L'(I) et ¢ est un endomor-
phisme de L!(I).

L'inégalité ||¢(f)]|; < % || f|l;, valable pour tout f € L'(I), as-

sure la continuité de 'endomorphisme ¢ sur LY(I). De plus,

Jest Noh §54

1

llelll < -
le(f)ll, 1 1
Comme ——=-"—— = —, = -
||f/\||1 c |||(P|||1 c

En multipliant I'égalité f = ¢’ + cg par ¢ et en intégrant entre
0 et X, on obtient

2 X X
vx>o,g(2x) /ng dt:/f

/f ) dt <

X
On en déduit que : ¢ / %(
0

L s o
Donc C”/o g (t)dt < U/Oxf(t)zdt, que \//Oxg(t)zdt

soit nul ou non.

Finalement, si f est dans L?(I), ona VX > 0, \/ ) dt <

= H fll,- Comme g* est continue et positive, cette majoration

assure l'intégrabilité de g*, donc 'appartenance de g a L*(I)
: ¢ est un endomorphisme de L*(I).

On obtient de plus la majoration ||g||, = [|¢(f)]l, < % 112/

qui traduit la continuité de ¢ sur L?*(I). On a également

1

liglllz < -

Comme Lol = ! s 1, on a finalement
[ fall c(c+A) A=0t ¢
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liglll, = -

O Soit f dans G.

On doit montrer que § = ¢(f) est dans G.

Sur | — R,R|, f est somme d’une série entiere de rayon de
convergence p au moins égal a R. Il en est de méme de la
fonction t +— e (qui est développable en série entiere sur R).
Dong, sur | — R, R|, la fonction t + f(t)e" est somme de la
série entiére produit, dont le rayon de convergence p’ est au
moins égal & min(p, +o0) = p.

X
Par primitivation, la fonction x / f(t)e dt est dévelop-
0

pable en série entiere sur | — R, R|, la série entiére ayant pour
rayon de convergence p'.

Enfin, par produit avec la fonction x — e~ ¥, qui est dévelop-
pable en série entiere sur IR, ¢ est développable en série en-
tiere sur | — R, R], la série entiére ayant un rayon de conver-

gence au moins égal a p'

O Vxe]-RR[ f Zanx et o(f anx
n=0
Comme la somme d’une série entieére est der1vable terme a
terme sur l'intervalle ouvert de convergence :

Vx €] =R, R[, ¢o(f) (x) = Ji;(n + 1)b,,1x" ; donc Vx €
I = R,R[, ¢(f)'(x) +cop(f)(x) = +ZOZ[(H + 1)bp g1+ cba]x”
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Par unicité du développement en série entiére, on obtient :
VneN, a, = (n+1)b,11 + cby.

b
En notant u, = (—1)" " la relation précédente s’écrit
nla
Comme by = ¢(f)(0) =0, uy = 0.
N-1 N-1 a1l

Donc uy = ngo(unﬂ —Uy) = n;)(—l) ST

N-1 N , n!
bN = Z:O(—C) = mﬂn.

n=

O Vuen cours : le produit de deux fonctions de carré inté-
grable sur I est intégrable sur I.

O Vérification élémentaire.

O C’est la norme associée au produit scalaire ¢.

O Comme ¢ est un endomorphisme continu de L*(I), on peut

trouver  dans R tel que

vf e L2(1), lo(N)ll2 < BIfll2-

O Soit f dans L2(I). Par hypothese, ¢( f) est dans L(I), qui
est un espace vectoriel, donc ¢(f)' = f — co(f) est dans
L2(I). Donc ¢(f) est dans H(I), et vaut 0 en 0, donc est
dans K.

e plus, [[@(f)'|l, < lIfll, +clle(Hll, < [Iflla +
cBllflla=A+ch)lfll2:
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done ()3 = lleHI3+ le(F)[l; < B I3+ (1 +
cB)? |IfI1%

Finalement, avec A = \/ B2 + (14 cB)?, qui est indépen-
dantde f, [[¢(f)z < Allfl2-

Tout d’abord, ¢ est une application linéaire de L(I)
dans K.

Si ¢(f) = 0, alors f = ¢(f) +co(f) = 0. Donc ¢ est
injectif (c’est valable sur C°(I)).

Soit g dans K. On gose f =g +cg. Alors f est continue
et appartient a L“(I) (par combinaison linéaire d’élé-
ments de L*(I)). De plus, comme g(0) = 0, g = ¢(f).

Donc ¢ est surjective de L(I) dans K.

Finalement, @ est un isomorphisme de L?(I) dans K.
L'inégalité de la question 2.a assure la continuité de l'ap-
plication linéaire ¢ de (L(I), ||.||,) dans (K, ||.||;)-

Soit ¢ dans K. D’apres la question 2.b, ¢~ !(g) = ¢’ + cg.

Done |[¢'(3)][, < 18'll, + ¢l < lglhs + < gl =

(1+0) lIgll -
Cette inégalité assure la continuité de l’application

linéaire ¢ ' de (K, ||.|| ) dans (L2(I), |.]|,)-

0 La solution générale de I'équation y' + cy = f s’écrit comme
somme de la solution générale de l'équation i’ + cy = 0 (soit

Jeslot Noh 344

x — k e avec k constante réelle) et d’une solution partic-

uliere de 1’équation complete, par exemple ¢(f). Elle s’écrit
donc

y:x—ke “+¢(f)(x) avec k constante réelle.
On écrit que y est 2m-périodique si et seulementsi Vx ¢
R,y(x) = y(x + 27). Apres simplification de 1’égalité, on ob-
tient :
y est 27t-périodique si et seulementsi k = ... (une quantité
indépendante de x !!!).

Mais il y a mieux. Si y est solution de 1'équation différen-
tielle, comme f est 27r-périodique, on vérifie facilement que
z : x — y(x + 271) est aussi solution.

Alors y est 27t-périodique si et seulement si y(0) = z(0), soit

encore y(0) = y(27), soit encore
e—27rc

27T ot
D’ou I'existence et I'unicité demandée.

Alors ¢(f)(0) =k = ....

Tout d’abord, ¢ est linéaire ; ¢a se voit facilement, par linéar-
ité de l'intégrale, sur I'expression de ¥ (f) :

e—2m:

s
w(f)(x) = m/o e f(t) dt.e™ + @(f)(x).
On peut aussi le prouver en invoquant le principe de super-
position.
Ensuite, 1 est bien a valeurs dans F par construction.

Enfin ¢ est bijective de E dans F. La preuve est identique a
celle donnée a la question V 2b pour ¢.
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Donc ¢ est un isomorphisme de E dans F.
O Comme f = (f)" + cy(f), on obtient, par linéarité de ¢y :
ce(f) = ee(p(f)") + ccr(P(f)) = ikee((f)) + c.cx(p(f))

(c +ik)di(f).
+o00
0 La série ) lck(f)]* converge et 27 ) lce(F)* = ||f||%
kez k=—oc0

C’est la formule de Parseval, utilisable avec f dans E.

Pour g dans F : ||g|| = ||g]|% + Hg/H?E

En appliquant a g et a ¢’ le résultat précédent, on obtient :

+o00 +o0
gl = 27 ¥ la@P + 27 ¥ |a@)]F =
k=—o0 k=—o0
400 ) 400 ) 400
27t Y e(g)]T + 2 ) fikei(9)] = 2m ) (1+
k=—o0 k=—00 k=—00
) |e(3)]%
Soit f dans E.
Aors [p(DI2 = 2r Y+ B)(E -
k=—oc0
2 k—Z m| k(f)]

.. 1+x )
Or l'application x est monotone sur R (croissante
Z+x

si c > 1, décroissante si ¢ < 1). Donc pour x > 0, la quantité
1+x
2+x
en +oo (soit 1).

est comprise entre la valeur en 0 (soit —) et la limite
c

2

Donc pour tout k € Z, .

s est compris entre les con-

1
stantes 1 et —
c

On en déduit que ||1[)(f)||% est compris entre
—+00

2 Y lalf)F = /13 et 5 1412

k=—o00
[Pl
[ndlF3

VfeE, f+#0,min(l, —) < Hlﬁ%REHF < max(1, 2)

L'inégalité de droite assure la continuité de l’application
linéaire ¢ de (E, ||.||z) dans (F, ||.||¢)-
On peut réécrire 1'inégalité de gauche :

[y~

|| Hp
Donc I'application linéaire ! est continue de (F, ||.|| ;) dans

(E l-lle)-

. . 1
Finalement, est compris entre 1 et i

Vg e F,g#0, HE < max(1,c).
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