
Mamouni, CPGE RabatMP-Maths DL 9 Bis (09-10)Intégration mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omCPGE My Youssef, Rabat DL 9 Bis (09-10): Intégration
6 février 2010Blague du jour :Le professeur de himie insrit la formule HN03 sur le tableau. Il interroge ensuite un élève :- Que signi�e ette formule ?- Heu, je l'ai sur le bout de la langue, monsieur !- Crahez-la tout de suite, 'est de l'aide nitrique !Mathématiien du jour MongeGaspardMonge (1746-1818) , est un mathématiien français dont l'÷uvre onsidérablemêle géométrie desriptive, analyse in�nitésimale et géométrie analytique. Il joue ungrand r�le dans la Révolution française, tant du point de vue politique que du pointde vue de l'instauration d'un nouveau système éduatif : il partiipe à la réation del'Éole normale, de l'Éole polytehnique de l'Éole d'arts et métiers.

Soure : Conours Mines-Ponts, TSI, 2005.Si, au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énoné, il le signale sur saopie et poursuit sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené à prendre.Avertissement : dans e problème apparaissent de nombreuses intégrales impropres. On pren-dra soin de justi�er systématiquement l'intégrabilité des fontions onsidérées même lorsquee n'est pas expliitement demandé.Pour une suite de réels z = (zn, n > 1), on note lim infn zn (respetivement lim supn zn), la plus petite(respetivement la plus grande) des valeurs d'adhérene de z.On rappelle qu'une suite onverge si et seulement si elle n'admet qu'une seule valeur d'adhérene �nie.Pour une suite de fontions à valeurs réelles (fn(x), n > 1), on note lim infn fn la fontion qui à tout réel xassoie lim infn fn(x).I. Caluls préliminairesOn note H l'ensemble des fontions f stritement positives, ontinues sur R, pour lesquelles il existe ρ > 0(dépendant de f) tel que, pour tout réel x :
0 < f(x) 6

1

ρ
exp

((

1

2
− ρ

)

x2

)

. (A)On note H0 le sous-ensemble de H des fontions f telles que :
∫ +∞

−∞

f(u)e−u
2/2 du =

∫ +∞

−∞

e−u
2/2 du =

√
2π.Dans tout le reste de l'énoné, f est un élément de H0.1) Soit Ff dé�nie par

Ff (x) =

∫ x

−∞

f(u)e−u
2/2 du.Page 1 / 4
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F1(x) =

∫ x

−∞

e−u
2/2 du.Montrer que Ff est un C1-di�éomorphisme de R sur ]

0,
√

2π
[.2) Montrer qu'il existe une unique fontion ϕ de R dans R telle que, pour tout réel x, on ait

∫ ϕ(x)

−∞

f(u)e−u
2/2 du =

∫ x

−∞

e−u
2/2 du.3) Montrer que ϕ est monotone et que ϕ est un C1-di�éomorphisme de R sur R.4) Pour tout réel x, aluler :

ln (ϕ′(x)) + ln (f(ϕ(x))) − 1

2
ϕ(x)2et

ln ((ϕ−1)′(x)) − ln (f(x)) − 1

2
ϕ−1(x)2.5) Soit h une fontion ontinue par moreaux de R dans R telle que la fontion u 7→ h(u)f(u)e−u

2/2 soitintégrable sur R.Montrer l'identité suivante :
∫ +∞

−∞

h(u)f(u)e−u
2/2 du =

∫ +∞

−∞

h(ϕ(u))e−u
2/2 du.6) Montrer qu'il existe un réel A > 0 tel que pour tout réel x > A, on ait :

∫ x+1

x

ϕ2(u)e−u
2/2 du > ϕ2(x)e−(x+1)2/2.7) Montrer qu'il existe un réel B > 0 tel que pour tout réel |u| > B, on ait :

|ϕ(u)| 6 e(|u|+1)2/4.8) Déterminer une primitive de la fontion
u 7→

(

uϕ(u) − u2 − ϕ′(u) + 1
)

e−u
2/2.9) Caluler l'intégrale suivante

I =

∫ +∞

−∞

(

uϕ(u) − u2 − ϕ′(u) + 1
)

e−u
2/2 du.II. Une inégalité intéressanteOn introduit les notations suivantes :

E(f) =

∫ +∞

−∞

f(u) ln (f(u))e−u
2/2 du,

Φ(f) =
1

2

∫ +∞

−∞

|u− ϕ(u)|2 e−u2/2 du.10) Justi�er la onvergene de es deux intégrales.11) Montrer l'identité :
E(f) =

∫ +∞

−∞

ln (f(ϕ(u)))e−u
2/2 du.12) Montrer l'égalité suivante :

E(f) − Φ(f) =

∫ +∞

−∞

(ϕ′(u) − 1 − ln (ϕ′(u))) e−u
2/2 du. (1)13) Quelle est la relation d'ordre entre Φ(f) et E(f) ?14) Déterminer les fontions telles que E(f) = Φ(f).
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths DL 9 Bis (09-10)Intégration mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omIII. Extension aux fontions positivesOn veut maintenant étendre le résultat de la question 13 aux fontions qui peuvent s'annuler. On onsidèredon une fontion ontinue positive g qui satisfait les mêmes hypothèses que f , à la di�érene près que gpeut s'annuler. Soit ψ la fontion dé�nie par ψ(x) = x ln (x), on onvient que ψ est prolongée par ontinuitéen 0 par ψ(0) = 0.Pour tout entier n > 0, on pose :
fn(u) =

n− 1

n
g(u) +

1

n
.15) Montrer que (E(fn), n > 1) onverge vers E(g) quand n tend vers l'in�ni.16) Soit ϕn la fontion assoiée à fn, omme ϕ était assoiée à f dans la question 2. Pour tout réel x, onnote

ψ1(x) = lim inf
n

ϕn(x) et ψ2(x) = lim sup
n

ϕn(x).Montrer que pour tout réel x et pour j = 1 et j = 2 :
∫ ψj(x)

−∞

g(u)e−u
2/2 du =

∫ x

−∞

e−u
2/2 du. (2)17) On note respetivement a et b les bornes inférieure et supérieure de l'ensemble des x tels que g(x) > 0 :

a = inf {x ∈ R | g(x) > 0} et b = sup {x ∈ R | g(x) > 0}.Lorsque g est stritement positive au voisinage de −∞ (respetivement +∞), on obtient a = −∞(respetivement b = +∞) de sorte que :
−∞ 6 a < b 6 +∞ et que g = 0 sur ]−∞, a] ∪ [b,+∞[.Montrer que pour j = 1 et j = 2, ψj est stritement roissante et

lim
x→−∞

ψj(x) = a et lim
x→+∞

ψj(x) = b.18) On note D l'ensemble des points de disontinuité de ψ1. Pour x élément de D, on note
ψ1(x

+) = lim
y→x

y>x

ψ1(y) et ψ1(x
−) = lim

y→x

y<x

ψ1(y).Pour ε > 0, soit
Dε = {x ∈ D | ψ1(x

+) − ψ1(x
−) > ε}.On �xe N entier non nul, montrer que le ardinal de D1/N est inférieur à N(b − a).19) Que peut-on dire du ardinal de D ?20) Montrer que si ψ1(x) < ψ2(x) alors g est nulle sur [ψ1(x), ψ2(x)].21) Montrer que si g(ψ1(x)) > 0 alors ψ1 est ontinue en x.22) Montrer que si ψ1 est ontinue en x alors ψ1(x) = ψ2(x).23) Notons C l'ensemble des points de ontinuité de ψ1 et K une partie ompate de C. Soit ε > 0 �xé.Montrer qu'il existe dans K des réels x0, . . ., x2q+1 tels que :(a) K ⊂

q
⋃

j=0

[x2j , x2j+1].(b) pour j ∈ {0, . . . , q}, x2j < x2j+1 et ψ1(v) − ψ1(u) 6 ε quels que soient u et v tels que
x2j 6 u 6 v 6 x2j+1.24) Déduire des questions 20 à 23 que (ϕn, n > 1) onverge uniformément sur K vers ψ1.25) Montrer qu'il existe A et n assez grands tels que pour tout m > n, on ait :

sup
u∈[−A,A]

|ϕm(u)| 6 |ψ1(−A)| + |ψ2(A)| + 1.En déduire que
sup

{

|u− ϕn(u)|2 | |u| 6 A, n > 1
} est �ni.On note M e nombre.26) Montrer que pour tout A > 0 :

lim
n→+∞

∫ A

−A

|u− ϕn(u)|2 e−u
2/2 du =

∫ A

−A

|u− ψ1(u)|2 e−u
2/2 du.Indiation : soit ε > 0 �xé. Soit (λn, n > 1) la suite des points de disontinuité de ψ1 dans [−A,A].Pour tout entier p non nul, introduisons Page 3 / 4
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Jp =

]

λp − 2−p
ε

M
, λp + 2−p

ε

M

[ et K = [−A,A] \ ⋃

p>1

Jp.On majorera séparément les intégrales sur K et sur ⋃

p>1

Jp.27) Conlure. FIN DU PROBLÈMELe problème du transport de Monge onsiste à optimiser le oût global du transport d'une répartition demasse vers une autre. Dans le as unidimensionnel que nous venons de traiter, on se donne un tas de sablein�niment �n dont le poids entre les absisses u − du et u + du est donné par 2 exp
(

−u2/2
)

du. On veut ledéplaer vers un tas de sable de densité linéique f(u) exp
(

−u2/2
). Cela est représenté par une appliation sde R dans R qui pour tout réel u donne l'absisse s(u) du grain situé en u après le transport. On montre quel'appliation ϕ déterminée en question 2 minimise le oût du transport dé�ni par ∫ +∞

−∞

|u− s(u)|2 e−u2/2 du,parmi toutes les fontions s possibles. L'objetif de e problème est de majorer e oût minimal par unequantité qui ne dépend que de f et qui ne néessite pas le alul de ϕ. Le nombre E(f) est appelée l'entropiede Boltzmann.
Fin

À la prochaine

Page 4 / 4

mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://myismail.chez.com

	Calculs préliminaires
	Une inégalité intéressante
	Extension aux fonctions positives

