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Devyairlibre .
i Valeur moyenne d’une fonction

® Enoncé : CNC 2006, MP

Définitions et notations

Dans ce probléme, E désigne le R -espace vectoriel des applications continues de R™ dans R, et
E5 le sous ensemble de E formé des applications de carrés intégrables sur R™.

A toute fonction f € E on associe la fonction, notée ¢ (f), définie sur R* par

Y(HO) = 7(0) et V>0, p()(r) =+ /O " f) d.

Si @ est un endomorphisme de F, on dit que A € R est une valeur propre de ® s’il existe f € F
tel que ®(f) = A\f et f # 0; dans ce cas, on dit que f est un vecteur propre de ¢ associé a \ et
Ker (® — Xidg) s’appelle alors le sous-espace propre de ® associé a la valeur propre .

Premiére partie

1. Soient a et b deux réels strictement positifs.

—at efbt

1-1. Montrer que la fonction ¢ — ef est intégrable sur |0, 4-o00].

400 e—at _ e—bt

Dans la suite, on pose  I(a,b) = / — dt.
0

1-2. Montrer que I(a,b) = —1(b,a) et que I(a,b) = I(1,b/a).
+oo —t _ —uxt
1-3. On note ¢ l'application définie, pour tout z > 1, par ¢(z) = / % dt.
0

1-3-1. Montrer que ¢ est continue sur l'intervalle [1, +oo].
1-3-2. Montrer que ¢ est de classe C! sur l'intervalle [1, +-o0] et calculer ¢'(z) pour z > 1.
1-3-3. Que vaut alors ¢(x) pour z > 17?

1-4. En déduire soigneusement la valeur de I'intégrale /(a, b) en fonction de a et b.

In(1+1¢)
t

2. 2-1. Montrer que la fonction ¢ +— est intégrable sur I'intervalle |0, 1].

n
n &L

n+1’

2-2. Préciser le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z(—l)
n>0
2-3. Montrer que cette série entiere converge uniformément sur le segment [0, 1].

too 2 1 2
1 In(1+¢
2-4. On rappelle que E 2= % ; montrer alors que / n(:) dt = %
n=1 0
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Deuxieme partie

1. Soit f un élément de E ; on note g la fonction définie sur R par

Va=>0, g(a:):/owf(t)dt.

1-1. Justifier que g est de classe C! sur R* et que la fonction v(f) est un élément de E.

1-2. On suppose que la fonction f tend vers une limite finie \ lorsque z tend vers +oo;
montrer qu'il en est de méme de la fonction ¢ ( f). Etudier la réciproque.

1-3. Que peut-on dire dans le cas o1 cette limite est égale a +00 ?
1-4. Onpose h(z) =xf(z), x >0.
1-4-1. Montrer que g — ¥ (g) = ¢¥(h).

1-4-2. En déduire que si f est intégrable sur [0, +oo[ alors ¢)(h) admet 0 comme limite en
+oo. Etudier la réciproque.

1-5. Montrer que si f est positive alors, 0 < ¢(v/f) < /¥ (f); dans quel cas y’a t-il égalité ?

2. 2-1. Montrer que 1 est un endomorphisme de l'espace vectoriel E.
2-2. Montrer que v est injectif.

2-3. L'endomorphisme ¢ est-il surjectif ?
3. Soit A un réel non nul.
3-1. Déterminer les applications f de ]0, +0o[ dans R dérivables et vérifiant
Ve>0, Aef'(z)+(A—1)f(z)=0.
3-2. Pour quelles valeurs du réel X ces fonctions sont-elles prolongeables a droite en 0 ?

4. 4-1. Est-ce que 0 est valeur propre de v ?

4-2. Montrer que si f € E est un vecteur propre de ) associé a une valeur propre p alors f est
une fonction dérivable sur |0, +oo].

4-3. Déterminer 1’ensemble des valeurs propres de ) et préciser pour chacune d’elles le sous-
espace propre associé.
Troisieme partie

1. 1-1. Montrer quesi f et g sont deux éléments de E», leur produit f g est une fonction intégrable
sur RT.

1-2. Montrer alors que E; est un sous-espace vectoriel de E.

+oo
1-3. Montrer que l'application (f, g) — / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur Ej.
0

Dans la suite, ce produit scalaire se notera (.|.) et ||.|| désignera la norme associée.

2. Soit f un élément de Es ; on note toujours g la fonction définie sur R* par

Vo >0, g(:c):/oxf(t)dt.
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2-1. Calculer la limite en 01 de la fonction ¢ — gT

Former pour réussir
g2(t)

+2

b b 2
[ewraa= [T a=waro e [ o )

2-3. En déduire que, pour tout réel b > 0,

/ BP0 dt < 2 (/ Na0 dt)é (/ (20 dt)é

2-4. Conclure que ¢(f) € Ex et que [[9(f)] < 2| f]l-

2-5. On note 9 'endomorphisme induit par ) sur F>. Que peut-on alors dire de 13 en tant
qu’endomorphisme de I'espace vectoriel normé (Es, ||.||) ?

2-2. Montrer que, pour tout réel b > 0, la fonction ¢ — est intégrable sur |0, b] et que

3. Soit f un élément de Es.

3-1. En utilisant la formule (1) montrer que la fonction z — z3(f)?(z) tend vers 0 lorsque =
tend vers +oc.

3-2. Montrer alors que (¢(f)|v(f)) = 2(f|v(f)).

4. Soit f € E» une fonction telle que || (f)|| = 2||f||- Calculer [[40(f) — 2f||? et montrer que f est
la fonction nulle.

Quatrieme partie

1. On considere un réel a > 0 et on note f, la fonction définie sur R* par f,(z) = e %, z > 0.
1-1. Montrer que la fonction f, € E» et calculer || f,||°.
1-2. Calculer ¢ (f,)(x) pour tout = > 0 puis donner les valeurs de (f,|1(f,)) et de W‘S{T‘) | .
2. On considere la fonction f définie sur R™ par f(z) = . _li_ e 0
2-1. Calculer ¢(f)(x) pour tout = > 0.
2-2. Vérifier que f € E3 et montrer que (f|¢(f)) = /01 (ln(1t+ t) 111_1:75) dt.
2-3. Trouver une primitive de la fonction ¢+— ln(lt—l— ) + 11:l_tt puis calculer HT/’}‘%‘)H

3. Montrer plus généralement que si f € F» est positive, décroissante et non nulle, alors

[KaeRll
> V2.
I1£1]
_ N IO oot con
4. 4-1. Montrer que l'application f —— G est continue sur 3 \ {0}.
4-2. En déduire que { Hqﬁ%‘)” feEy\ {O}} est un intervalle contenu dans 0, 2[.
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5. Dans cette question, on va montrer ces deux ensembles coincident.

5-1. Pour tout s €] — 1, —3[ on note f; la fonction définie sur R par
fs(0) =0, fo(t)=1t> sit>1, et f,affine sur [0, 1].

5-1-1. Vérifier que fs € E» et calculer || f;||* en fonction de s puis en donner un équivalent
lorsque s tend vers —3.

5-1-2. Calculer ||¢(fs)||? en fonction de s et en donner un un équivalent lorsque s tend vers
1

5-1-3. En déduire que la borne supérieure de I’ensemble {W ; [ € Ex\ {0}} vaut 2.

5-2. Soit @ > 0; on note f la fonction définie sur R* par
ft) =t site0,1], et f(t) =t"*1 site(l,+oof

5-2-1. Vérifier que f € Es et calculer || f||? en fonction de a.
5-2-2. Calculer [[4(f)||* en fonction de « et en donner un équivalent au voisinage de +oo.

5-2-3. En déduire que la borne inférieure de I'ensemble {W i feEy\ {0}} est nulle.

A la prochaine
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