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Mamouni My Ismail

Corrigé Devoir Libre n"16 (Pr Mamouni)

Intégration
MP-CPGE Rabat

,{ Blague du jour |

Un éleve jette un avion en papier qui tombe a coté du prof. Celui-ci le ramasse et se

retourne
Tu es nul en maths et tu ne sais méme pas faire un avion en papier! Donne-moi une
feuille, je vais t’apprendre au moins une chose dans I'année...

—~ Gaspard Monge (1746-1818)

Mathématicien francais dont ’ccuvre considérable meéle géométrie descriptive, analyse infinitésimale et
géométrie analytique. Il joue un grand role dans la Révolution francaise, tant du point de vue politique
que du point de vue de instauration d’un nouveau systeme éducatif : il participe a la création de I'Ecole
normale, de I'Ecole polytechnique de I'Ecole d’arts et métiers.

[mo[’ np uapmmugqm]ﬂ

Premiere partie
e—at o e—bt
|j> a  Au voisinage de 0 : On sait que e' = 1+t + o(t), donc
intégrable au voisinage de 0.
1 e ot bt 1
Au voisinage de 400 : On sait que et =0 <¥>, donc — Y o (t—z> intégrable au voisinage
de +o0.
b I(a,b)=—I(b,a), trés évident.

Posons : u = ta, donc :

=b—a+o(l1)~b—a

+o0 ,—at —bt +00 L,—u —by
e % —e e %'—ea b
I(a7b)=J 7dt=‘[ 7du=1<17—>.
0 t 0 u a
c
et _ e—xt
i L’application : f: (x,t) = ————— est continue sur [1, +oo[ X R* en tant que somme, rapport

de fonctions continue, qui ne s’annule pas. En (x,0) on a : f(x,t) ~x — 1 continue, donc f est continue
sur [T, +oo[ X R.

D’autre part : pour x € [a,b] C [1,4oc[ on a :
et—e | et_e Xt et_ebt o .
T = < qui est continue, intégrable sur ]J0, +oo[, donc @ est continue

sur [1, +ool.

t t

ii Pourx € [a,b] C[1,+oo on a: = e < e continue, intégrable sur [0, +oo[. Donc @

x

+o00 1
est de classe C! sur [1,+oo[, avec @’ (x) =J e Xtdt = "
0

iii D’aés le raisonnement fait dans la question précédente, on a : @’(x) = —, donc @(x) = Inx + K,
X

or @(1)=0, dou K=0 et donc @(x) =1Inx.
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b b b
> 1, donc I(a,b) =I(17a) =@ (E) =In <—>

el

d Sib > a,alorsx= a

Sib<a,alorsx=—>1, donc :

b
I(a,b) = —I(b,a) = —I(1, %) - (%) — (%) —In <%>

Conclusion : I(a,b) =1In <%>

In(1+t
@ a Au voisinage de 0 : on sait que In(1+1t) =t+ o(t), d’ou n(f_k) ~ 1 intégrable au voisinage de

In(1+1
0, donc t L_'_) est intégrable sur 10, 1].
(=" Qnt1 ”nx"

n+1

=1, donc le rayon de convergence de la série Z
n>0

b Posons an = ,
n+1 n—+4oo

In(T+x - . ) - i
est égal a 1, dont la somme est ¥, puisqu’il s’agit de son développement en série entiere.
X

—1)n
n+1

¢ Pour x € [0,1] fixé, on vérifie facilement que la série E x™ est une série alternée, donc

n=>0
_1\k
(=D & _

DEE A

vérifie le critere spécial, en particulier la majoration du reste par son 1ér terme, donc Z
k>n
1"
(=" |
n+1 n+1
sur [0, 1] est uniforme.

1 1 +oo

1 n

d J Mdt =J E (=1) t"dt D’aprés 2.2
0 t on n+1

_ZJ 11411’(“(1’C

Car la convergence est uniforme sur [0,1]

, donc le reste converge uniformément vers 0, et par suite la convergence de la série

- (="

SaC
= (n+1)
_+Z°° 1 +Z°° 1
L2117 &S 2p+2)
On divise la somme endeuxn=2p,n=2p+1
+oo
]
YL Z: -2 G2
mn 2p = 2p+2)
+oo 1
DILEE S
omn - (2p)?
S e
Car =
2 2
= (2P 5 (2p+2)
118
- nZ2 2 2
n=1 zp:1 p
11
“2) 5w
n=1+ N
Car ) —5=2 —
n=1 n p=1 p
_n
1

Deuxieme partie
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|j> a g est de classe C', en tant que primitive de f qui est continue.

On ay(f)(x) = @ pour x > 0, donc P est continue sur RY .

=xg’(c) avec ¢ compris entre 0 et x,

Pour x #0, le théoréeme des accroissement finie, donc g(x) — g(0)
= f continue, donc P (f) est continue sur

d’ou P () (x) = f(¢) — F(0) = P (f)(0) car g(0) =0 et g’
R, autrement dit J(f) € E.

b tliT f(t) =A== Ve>0, JA >0 tel que |f(t) —A| < % Vt> A, donc pour x > A on a:
—+00
‘] rx
lp(x) —A] =—|| f(t)dt—Ax
X 1Jo
] rX X
=— f(t)dt—J Adt‘
X 1o 0
] rxX
=— || (f(t) —A)dt‘
X |Jo
‘] X
< —J [f(t) — Al dt
~ R
1( 1 (A
=—| If(t)—Aldt+—| [f(t)—Aldt
X Jo X Jx
K 14
=—+ - | [f(t)—Aldt
X X x,
< K + 1J Sat
X X))y 2
K, xR
X x 2
<E—|—E carx_A <1
x 2
<e¢ car lim —=0
X—+00 X .
La réciproque est fausse, prenons pour contre-exemple la fonction f(t) = cost, ona : P (f)(x) = mzx
0 quand x — +o00, alors que lim cosx n’existe pas.
X——+00
B
¢ lim f(t)=—4oc0o=VB>0, JA>0tel que f(t) > = Vt> A, donc
t—-+oo 2
1 A X
p(f)(x) =-— J f(t)dt—l—J f(t)dt
X \Jo A
1 B
> 1 (K 3x-a)
K x—AB
X 2
oB car iy X4 X=AB_B
= 1m 2 = 2

d
i Dans P (h) on va utiliser une intégration par partie, en posant u =x,v’ =f, doncu’ =1,v=g,
d’ou : 1 ] "
e =1 [ wwar ! ([tg(t)]’s—J g(t)dt)
X Jo x 0
X .
~glx)— 1 | a(t)dt - g(x) —w(g)(x

X
ii f est intégrable sur [0, +oo[, donc g(x) = J f(t)dt admet une limite finie en +oo, d’aprés la
0
question 1.2) P (h) admet aussi la méme limite en +o0, or Pp(h) =g —P(g), donc lirj{l P(h)(x) =0.
X—+00

—X
. . . e sy
La réciproque n’est pas toujours vraie, prenons pour contre-exemple f(x) = , non intégrable au
X

- 1 1 (* 1
voisinage de 0, car ex ~ alors que P(h)(x) = ;J e tdt= ;(1 —e *) — 0, quand x — +o0.
0
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e VE>=0etx >0, donc P(VF)(x) =3—<JX V() dt >0
0

D’autre part : en utilisant I'inégalité de Cauchy-schwarz pour 1 et \/1;, on aura :

J VE(t)dt <;wxdt\/rf(t)dt
- AL s = v

On aura égalité, s’il y a égalité dans 'inégalité de Cauchy-schwarz pour 1 et \/E donc s’ils sont propor-
tionnels, c’est a dire f est constante.

|j> a Il est clair que P (f+Ag) =P (f) + Ap(g), n’oubliez pas de le mentionner pour x = 0, donc P est

linéaire.
D’autre part d’aprés 1. 1) (f) € E, Vf € E, donc P est un endomorphisme de E.
b fe& Ker () P(f)(x ) 0, Vx>0
)= f(t)dt=0, Vx>0

g(x
=$g’(x) Fx) =0, ¥x > 0
Donc 1 est injective.

¢ D’aprés 1.1) on peut affirmer que P (f) est de classe ¢! sur R* , donc toute fonction de E qui ne Pest

pas ne peut pas étre de la forme P (f), c’est a dire n’admet pas d’antécédant, donc P n’est pas surjective.
F(x) = [x — 1| est un exemple de fonction de E qui n’est pas de classe C! sur R*., car non dérivable en 1.

@ a Il s’agit d'une équation différentielle linéaire du 1ér ordre a coéfficients non constant, dont la solution
est :

A—1
_J AT ae .
f(x)=Ke Jo A —Ke n X Kx'h

b fest prolongeable en 07 si et seulement si lim f(x) est finie si et seulement si > Osi et seulement si (
X—

AL
@ a 0 ne peut pas étre une valeur propre de 1\ car elle est injective.

]
b Soit f € E non nulle telle que P (f) = puf, donc f = —P(f) car p £ 0 d’aprés 4.1). De plus d’aprés
u

1.1) on peut affirmer que P (f) est de classe ¢! sur R, donc f aussi.

X
¢ Soit A valeur propre de P et f vecteur propr associé, donc P (f)(x) = Af(x), d’ou J f(t)dt = Axf(x),
0
en derivant cette égalité on obtient : Axf’(x) 4+ (A — 1)f(x) = 0, dont les solutions sont :

f(x) = Kx 3 , dérivables sur ]0, +oo[ pour tout A €]0, 1].

Troisieme partie

@ a  Pour tout segment [a,b] C R, on a d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

< \/J: fz(t)dt\/J: g?(t)dt

“+o00 —+o00
<M=\/J fz(t)dt\/J g?(t)dt

0 0

b
J f(t)g(t)dt

a

Donc fg est intégrable sur R

b Il est clair que I'application nulle est de carré intégrable, donc appartient a E,, d’autre part, soit
(f,g) € E;,A € R, alors :
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(f+Ag)? = £2 + 2Afg + g7 car £, fg, g7 sont toutes intégrables, donc f+Ag € E; et par suite E; est
un sous-espace vectoriel de E.

: +oo +oo
~ Symétrie : (f, g) =J f(t)g(t)dt=J g(t)f(t)dt = (g, f).

0 0
— Bilinéarité : (f +Ag,h) = (f,h) 4+ A(g, h), car U'intégrale est linéaire, d’ou la linéarité a gauche, a
I’aide de la symétrie on conclut la bilinéarité.
+oo
— Positive : (f,f) =J f2(t)dt > 0.
0

+o0
— Définie : (f,f) =0= J f2(t)dt = 0 = f2 = 0, car f* continue positive, donc f = 0.
0

2
@ a9 (t) =g(t)P(f)(t) — g(0)P(f)(0) =0, quand t — 0T, car g et P (f) sont continues sur R™

t
et g(0)=0
t
b gt(z ) = (1b(f)(t))z — (1.|)(f)(0))27 quand t — 07, car P (f) est continue sur R, donc
2
t
t— t(z ) est intégrable sur ]0, b] car prolongeable par continuité en 0.
° °9’(t)
D’autre part : J P ()2 (t)dt = J rS) dt, par définition de ¢ (f), pour I'autre égalité on va utiliser une
0 0

1 1
intégration par parties, avec u = gz(t),v’ =2 donc u’ =2g’(t)g(t) et v= - d’ou :

b b b 7
J gz(zt)dt ={_gz(t)] +2J g'(t)g(t) ;.
o ¢t t 0 . 0 t
__g’b) g’(t)g(t)
ot
car : lim () =0
5 t—0+ %
—— L2 [ fwn war
b 0
ar: g'(1) = 1(1), L g n) 1)
b b
O | wermar <2| fownmar Daps 1)
0 0

b b
< z” fz(t)dt\/J P ()2 (1)dt
0 0

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Shwarz.

b
Si J P (£)%(t)dt = 0, c’est terminé, sinon on peut simplifier avec et on obtient encore le résultat demandé.
0

d  Découle immédiatement de 2-4) en faisant tendre b vers +oo.

e D’aprés 2-5) on peut conclure que P, est 2-lipschitzienne, donc continue.

3 a

b Faire tendre b vers +oo dans (1), en utilisant 3-1).

4> () —2f7 = (W
(

) — 2f,p(f) — 2f)
), P () —4(P(f), f) +4(f,T)
DI —4((£), ) + 4]
$(£), 1) +8Ifl1> Car : Ip(F)l = 2If]
~ 40, 0) + 2 (O Car - (7)1 = 21
=0 D’aprés 3-2)
Donc P (f) — 2f = 0, ainsi si f 570, on aurait 2 est une valeur propre de 1, impossible puisque les valeurs

propres de 1 sont les A €]0, 1].

(f
(f
U
—4(
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Quatrieme partie

@ a f2(x) = e 2% est évidement intégrable sur R, avec :

+o00 1
|Ifall? = J e 2 ™dx = ——.
0 2a
b Pour x 70, on a : P(fa)(x) 1r e—atgy -1 =€
our ,ona: a s p—
Pour x =0, on a : P (fq)(0) =f4(0) =1.

+00

(fas(Fa)) = JO fo(x) W (Fa) (x)dx

17 *
=—I(a,2a)
_na D’aprés 1-4 de la lere partie
2
(M) =200 () wfa) Daprés 1
a
=4a(fg,P(fq)) D’aprés 3-2, 3éme partie
=4Ina
D’ou : w =2vIna.
[[fall
1™ 1 In(1+x)
@ a Pourxa/O,ona.1|)(f)(x)—)—c 01—|—tdt_ ~ )

Pour x =0, on a : P (f)(0) = f(0)
b Au voisinage de O : f2(x) ~ 1

1
Au voisinage de 400 : fz(x) ~ 2 donc £2 est intégrable sur R, or f continue, donc f € E,.

r00
(fhp(f)) = . f(t)P(f)(t)dt
(1 +1)
_Uq t(1+1) dt .
(M In(1+1t) *® In(141t)
"o @ J1 E(] +>t> at
(T n(1+1) 1o (L R
=uom Joﬁdu AVQC.u=¥

—_

t(1+1t) 1+t

(T4+t)In(14+t)—tint
= dt
t(1+1t)

A
_ <n(1 +1t) Int )dt
Jo t T+t

3
o

) In (1t
1
_ (n(1+t) n ( t )) dt On remplace u par t

>
—_

<.
-
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I I | |
¢ (Intln(14+1)) = HU:_ t) + 3 il:f donc IntIn(1 4+ t) est une primitive de n“:— t) + 11_1|_tt.
1 1
In(1+t Int
Calculons d’abord : J n(7_'_)dt et J 1n—_|_tdt7 en effet :
0 0
1 1
In(1+41) 1 J Int
———dt =[Ilntln(1+1t)]y— dt
,[0 [In Il( + )]0 0 1+t

3>
4>

Intégration par parties avec :

]
u=In(1+1t) v’=¥
Wo

1+t

1
|
=_J ntdt
o1+t

Car au voisinage de 07 : Intln(1+1t) ~tlnt — 0

v=Int

[ ()]
il

a les application f + [|f|| et T+ P (f) sont continue, or f = 0, donc Papplication f +— est

continue en tant que composée et rapport d’applications continues.

f
b {HII)( il tel que f € E; —0} est un connexe dans R en tant qu’image d’un connexe par une
il
f
application continue, d’autre part : 0 < ||1||)|Ec||)|| < 2, puisque P (f) est injective et d’aprés la question 2-4)

3eme partie, donc c’est un intervalle contenu dans ]0, 2[.

i L’application f est définie ainsi :

f(t) =t° si:0<t<a
=—a’(t—a—1) si:a<t<a+1
=0 si:t>a-+1
2 est intégrable car son intégrale sur R™ est égale & celui sur [0, a 4 1], avec :
a a+1
il =J t®dt—a® | (t—a—1)%dt
0

a
aZs +1 aZs aZs +1

—_— ~

" 2s+1 3 2s+1

ii D’abord pour 0 <x < a,ona:

1™ 1™ x5
_ _ ! ¥ P )
ll)(f)(x)—xJ'of(t)dt th dt S+1,car.
Zs+1>0:$s>—1=$s+1>0=$1m1ﬁ+1=0
2 x—0*
D’autre part :
2 +o00 ) a ) a st
WO = | e [ wrmae- |2
0 0 o (s+1)
aZs—H ZaZS—H 1 ZaZS—H

(s+1)2(2s+1) (s+1)(2s+1)2(s+1) 7 (s+1)(2s+1)

car 2(s+1)=2s+2>1.

||1p(f)||2>
ez )7

Vs € Rtel que 2s +1 > 0, donc pour s > —5 en faisant tendre s vers —5 on obtient :

iii D’aprés les deux questions précedentes, en faisant tendre a vers +oo, on aura : sup (

2
s+ 1

f)[|? f f
P (%) >4, d’ou : sup <||ll|)|](c”)”> > 2, or d’aprés la question 4.2) on a : sup <||ll|)|](c”)”> < 2,

d’ou I'égalité.
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]
@ a  Au voisinage de +o0 on a : f2(t) = eres] est bien intégrable car 2o+ 2> 1, avec :

+o00 1 +oo
If]1> = JO f2(t)dt = JO tz“dt—i—L a2t
_ 1 i 1 _ 2
20+1  2a+1 2a+1
b Déterminons d’abord 1 (f)(x) pour x > 0.

1ér cas : 0 <x < 1, alors :
1(* d 1(* g x%
f)(x)=—| f(t)dt=—| t*dt= .
R0 =1 | far- 1| - 2
2eme cas : x > 1, alors :

X 1 X
W) (x) = %L f(t)dt = 3? (L f(t)dt + L f(t)dt)
1((" . x
([ [ )
1 1 1/1
2 )
3 20+ 1 _ 1
xa(a+1) oxxt]
—+o00
(R = L W (£)2(x) dx
T X2 oo 200+ 1 1 2
=Jo (cx+1)2dx+L <xa(a+1)_ax“+‘> o
~ 1 Qa+1)?%  2Q2a+1)
_(Zcx—l—11)(cx—|—1)2 2(x+1)2 o2(ax+1)2
ToZ2at1)
1 42 —1 1

2o (ot 12 T 12 T W 2ar )

~too =5
o2

|I¢(f)llz> o 2Qa+1)

|I£112 o

) < 0, or d’aprés la question 4.2) on a : inf (

pour & > O assez

||1p(f)||> N
w)”

¢ D’aprés les deux questions précedentes, on aura : inf <

I (£)[12
|I]12

grand, quand & — 400, on obtient inf (

0, d’ou 'égalité.

Ala prochaine
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