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Premiére partie

o0

I-1 La série de Riemann Z — est convergente si et seulement si s > 1.
oy

n=1

1 1

I-2-a Soit a > 1; quel que soit n € N*, — < — pour tout s > a; il s’ensuit que la série de fonctions
n n

o0

E — est normalement convergente sur [a, +-00[, donc uniformément convergente sur cet intervalle.
n

n=1

o0
I-2-b La convergence uniforme sur I de la série de fonctions z — entrainerait d’apres le théoreme de
[e’e} 1 n=1 n
la double limite la convergence de lim — ; or la série harmonique est divergente; il n’y a donc pas

— 51t ns

convergence uniforme sur I.

I-3-a Les fonctions s — — sont continues sur [ et la série définissant ¢ est uniformément convergente sur

n
tout segment de I d’apres I-2-a; par conséquent, ¢ est continue sur I.

I-3-b De facon évidente, la fonction ¢ est positive et décroissante ; elle admet donc des limites dans Ry en 17
N

N

. X 1 . - . 1

et en +00. Soit N € N*; pour tout s € I, {(s) > E 1 ) donc par passage & la limite, slirﬁ ¢(s) > E 1 —

ne e

N étant arbitraire et la série harmonique divergente, on conclut que lim+ ¢(s) = +oo. Il résulte d’autre
s—1

o0

1
part de I-2-a et du théoréme de la double limite que lirf ¢(s) = ligl —=140+---=1.
s—+o0 s—+oo NS
n=1

I-3-c Quel que soit s > 1, la fonction ¢t — t=° est décroissante sur ]0,4oo[, d’ou l'encadrement

ntlgt 1 nodt i . oo gt =1 teogr

— < =< — pour tout n € N*; par suite, — < Z— <1+ —, Clest-a-
Lt T ome T Lt T T

dire

1 1
7 < ((s) <14 o1 On en déduit que ¢(s) ~ S powr s — 1™ (et 'on retrouve que
s — s — s—

lim ((s) = 400).
s—1+
I-4-a La série définissant ¢ est simplement convergente sur I ; nous allons vérifier que sa série dérivée

= (—1nn) ) ;
E ——,— converge normalement sur [a,4+00[ pour tout a > 1, donc uniformément sur tout segment de
n

n=2
o)
Inn

I; il en résultera que ¢ est de classe C! sur I et que ¢'(s) = — E — pour tout s € I. Soit a > 1 et
n
n=2

1
6= %(a —1); il existe C' > 0 tel que Inn < Cn? pour tout n € N*; alors 0 < n—? <
e

——— pour tout
nits P

o0
(—Inn) )
* .
n € N* et tout s > a; comme E T < 400, E I converge bien normalement sur [a, +00].
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I-4-b On montre de méme par récurrence que ¢ est de classe C? et que ¢ (p)(s)

tout p € N*.



1 n
I-5-a Quel que soit s > 1,0 < — < /
n

n—1

t~° ds pour tout n € N* et par suite, 0 < Z — < / t=% dt,
n 2
n=3

cest-a-dire 0 < {(s) =1 —-27° < . -27°, ce qui montre que ((s) —1—27% = 0(27°) pour s — +o0. Le

S —
oo

critere de comparaison des séries & termes positifs assure alors que la série E (¢(k) — 1) est convergente.

n=2

o o0

I-5-b D’apres la question précédente, Z (Z nik) < +00; ainsi la suite double (n %)y ,,>2 est sommable
k=2 n=2

par paquets, donc sommable, parce qu’a termes positifs, ce qui justifie le calcul suivant :

S -n= Y 0t =Y (Tt -y - (- )

n>2 kn>2 n>2 k>2 n>2 n=2

1~ (2n+1 ;

I-6-a Un calcul immédiat donne pour z >0 : P,(z) = — E ( n;— )(—x)ﬁ.
i“ j

j=0

Vr+i
xr—1

VZA+i akm

NG 2n+1 ; pour que cette derniere
T —1

relation soit satisfaite, il faut et il suffit que 1 < k < n et que /T = i—5——— = cotg
e2ntl — 1 2n+1

k:17...,n}.

2n+1
I-6-b Soit = un réel strictement positif; P,(z) = 0 si et seulement si ( ) = 1, donc si et

5

seulement s’il existe un entier k& compris entre —n et n tel que

9

2kmi

. Ainsi

I’ensemble des racines strictement positives de P, est {cotg2 o+ T
n

I-6-c Le degré de P, est n; des questions I-6-b et I-6-a, il résulte alors que le polynéme P, est scindé sur
R & racines strictement positives et que la somme des racines de P,, est

2 -
zn:cotg2 T (2:1:;)(—1)” ! _n(2n—1)
= -2 = .
P 2n+1 ( g: )(=1)m 3
n
1 2n —1 2 1
Comme L 1+ cotg? x pour tout = €]0,7[, il vient que Z ST n+ n( n3 ) = n(n3+ ).
k=1 2n+1
I-6-d Soit t €]0,7/2[. La formule des accroissements finis fournit ¢, €0, ¢[ tels que tgt = t(1 + tg?t')
1 1
et sint = tcost”, ce qui conduit & I’encadrement cotgt < n < St
sin

n(2n3_ § (an— 1)2 < Pt % < 2n(n3+ § (2n7:- 1)2

pour tout n € N*. On obtient la valeur de {(2) en faisant tendre n vers +oo.

I-6-e Les questions I-6-c et I-6-d montrent que

Deuxiéme partie

II-1-a La fonction f(t), 2m-périodique et continue sur R, est paire; elle admet donc une série de Fourier

oo .
a 2 [T 2sinTx
de la forme ?O + E an, cosnt, avec ag = — / cosxtdt = et
0

ot 71' T
2 [ 1 (" 2z si
ap, = ;/0 cos zt cosnt dt = - /0 (cos(z + n)t + cos(xz —n)t)dt = (—1)"%

pour tout n € N* (les coefficients de Fourier de f sont bien définis de la sorte car x & Z).



II-1-b La fonction f est continue et de classe C' par morceaux sur R; en vertu du théoréeme de Dirichlet,
elle est donc égale & la somme de sa série de Fourier (au sens de la convergence simple), ce qu’exprime la
relation demandée.

II-1-c On applique la relation précédente au point ¢ = 7 et on en multiplie les deux membres par
(sinmx # 0 car x € Z).

11 T

222 x?
: . _ _ L. s
II-2-a Soit n € N*. Pour tout = € ] — n,n|[, o 2n2 T x2/n2 = -2 E . La série entiere

obtenue converge sur |—n, n| et sa somme n’est pas bornée sur cet intervalle, donc bOIl rayon de convergence
est égal a n.

T 1 — mx cotg
II-2-b Soit x €] — 1,1[ \ {0}. D’apres II-1-c et II-2-a, Z(Z W) = ngﬂ, donc la suite
n=1 k=1
2k
double (W) . est sommable par paquets et par conséquent sommable parce qu’a termes positifs.
n n>1

II-2-c A partir des formules données en II-1-c et en II-2-a, on obtient pour z €] — 1,1[\{0} :

wmcotgﬁx—l—QZ(ZW) —1722(2 ) 2k zlfQi((Qk)x%
k=1

le résultat de la question précédente 1égitime le passage d’une sommation par paquets a ’autre.

I1-3 Apres avoir multiplié la relation obtenue en II-2-c¢ par sin 7z, on en tire une égalité entre développements
limités pour x — O :

i

2+24

mad  wdad

" O(wﬁ)} _ {1 —2¢(2)2% — 2¢(4)x* + O(fﬁ)} [mc I T 120

- {1 - (2@(2) + %2>x2 + (—2g(4) + C(Z;Wz + %)x‘* + O(x6)].

ra1 - +0(")]

Par identification des coefficients, on en déduit les valeurs de ((2) et de ((4) :

™1 1 2 71 1 1 4
p=T(L T Tl Ly
<@ 2\2 6 6 <) 2 \18 + 120 24 90
: s 2tgx -
II-4-a Soit € | — /2, 7/2[\{0} ; de 'égalité tg2z = T 2a on déduit que tgx = cotgx — 2cotg 2z ;
g
2/€ 2k—1 2]45 2 2k—1
en utilisant I1-2-c, on obtient alors : tgx = (f Z < ) ( 42 S z) ) soit :

tgx = 22 7r2k 2% — 1)zt

Ce développement vaut évidemment pour x = 0.

II-4-b La série entiere obtenue est convergente sur intervalle | — 7/2,7/2[ et sa somme n’y est pas
by

bornée, donc son rayon de convergence est égal a 5 (on retrouve ce résultat en notant que si z > 0,

2 1 /2x\2k
¢(2k) (228 —1)z? 1 ~ - (—x> pour k — oo d’apres I-3-b).

w2k T
o) 00 "
II-5-a Les séries entieres E " et E nz™ ont 1 pour rayon de convergence ; comme 0 < W <z"
-
n=1 n=1



ne
et 0 < 1 — < na”™ pour tout z € [0, 1], le critére de comparaison des séries & termes positifs permet de

0 n n
. T n .
conclure que les séries E A=) et E T—m sont simplement convergentes sur [0, 1[.
- -

n=1

II-5-b Pour tout z € [0,1],

" k

S S () = 3w =S (St = 3

n=1 k=0 k,n>1 k=1 n=1 k=1

on justifie ce calcul comme en I-5-b ou en II-2-b par la sommabilité de la suite double positive (nz*™) kon>1-

I1I-6-a Pour tout x € [0,1] et tout n € N*, I'inégalité arithmético-géométrique donne

l+z+--+an!

Y 1 A .xn_l S ,
n
" x 1 > "
d’ou : < — < — - Cela montre que la série de fonctions
(T4 -+ar1)2 = p2 = p2 a ;(1+x+...+$n—1)2

est normalement convergente, donc uniformément convergente sur [0, 1].

I1-6-b D’aprés I1-5-b, (1 — )2 ; o = Z o o Powe € [0,1[ ; le théoreme de la
double limite et les questions II-6-a et I-6-e permettent de conclure.

Troisieme partie

1 1 1 1
ITI-1 Posons v, = u,, —— pour tout n > 1; alors u,,_1 —u, = —f—ln(l—f) et vpqp1—vy = f—ln(1—|—7) ;
n n n n n

|| |t\
notons que z — In(1 4+ x) =
4 (1+2) /0 1+t
suites (uy,) et (v,) sont adjacentes et convergent vers une méme limite ~; de plus, u; = 1, v1 = 0 et les

suites (uy) et (vy,) sont strictement monotones, donc 0 < v < 1.

dt > 0 pour tout € ] — 1,+00[ \ {0}; il est donc évident que les

n

1
I11-2-a et TI1-2-b D’apros 1T1-1, Z( +In(1— 7)) =3 (uk — up1) = up —us =y — 1 pour n — oc.
n

k=2 k=2
=k
II1-2-¢ Comme z + In(1 — z) = Z T pour tout €] — 1,1[, il résulte de la question précédente
ue —— | = 1 — ~; par conséquent, la suite double positive (—) est sommable par
4 ;(’; knk> TP 4 p Ve \nk kn>2 P
L =1 (k-1
paquets, donc sommable ; mais alors la série de terme général Z E = est convergente et
n
n=2
o0
¢(k)—1 _ 1 _
Z L - Z knk 1—x
k=2 k,n>2
toz—l a—1
I1I-3-a Quel que soit o € R, i t=2 pour t — 0% et - = O(e_t/2) pour t — oo, donc
a1 e e
t—

o est intégrable sur ]0,+oo[ si et seulement si o > 1.
et —



oo
ITI-3-b Soit o > 1. Les sommes partielles de la série de fonctions Z e~ ">~ forment une suite croissante

n=1

de fonctions continues intégrables sur ]0, +oo[ convergeant simplement vers la fonction continue intégrable
o1 —+o0 Fooa—1

t — ——; le théoréeme de convergence monotone assure alors que E / e Mol dt = / —dt;
et —1 o et —1

—+o0 —+oo
le changement de variable u = nt montre que / e~ Ml g = — e “u*"t du pour tout n € N*,
0 n= Jo

d’ot la relation attendue : ((a)T'(a) = I,.

—t —st —t —st

e t—e e "—e
III-4-a Soit s > 1. Comme lim+ — — =s- 1 et que — = O(e™") pour t — 400, la fonction
—0
e—t _ e—st k
t — ————— est intégrable sur ]0,+oo[. Dans le calcul suivant, la premiere égalité résulte d’une simple

application du théoréme de convergence monotone :

+oo —t —st +oo _—t —st —plns
— — 1 _ P
/ £ ~° dt= lim %dt: lim T'(p)(1 —s77) = lim F(l—&—p)ei:lns.
0 t p—0*t Jo ti—p p—0t p—0+ P
n +oo +ooe—t _ e—nt
II1-4-b 11 suffit de constater que Z/ e Mt — / — dt = u, pour tout n € N*.
0
. 1 1N\ _, . . 1 ..
ITI-4-c La fonction ¢ : t — (ﬁ — ;)e , positive et continue sur ]0, 4+o0[, admet 3 pour limite en
—e

0 et décroit exponentiellement en +o0o, donc est intégrable sur |0, +o0o[. Pour tout n € N* et tout ¢ > 0,

—t —t —nt

o(t) = (1 —et 1_6_(n_1)t)e—t + (- —) —nt Ze—’“ C  L(efe(t) — 1y,

1—et t 1—et t

Les fonctions ¢t — (e'¢(t) — 1)e™™, n décrivant N*, forment une suite convergeant simplement vers 0 et

dominée par la fonction ¢ — ¢(¢) + e~! intégrable sur ]0,+oo[ ; alors, d’apres le théoreme de convergence
+oo +oo
dominée, lim (e'p(t) — 1)e”™ dt = 0. 1l découle maintenant de I1I-4-b que o(t)dt =

ITI-4-d Au moyen d’une intégration par parties, on obtient :

+oo —t 400 +oo +oo +oo
)e_t +/ te™t dt+/ ln(l—e‘t)e‘tdt—/ (Int)e™" dt ;
0 0 0

B(t) dt = (t-l—lnl_

0 0+

0

+o0 +oo
le changement de variable donné par e=* = 1 — e~! montre que / In(1 —e He tdt = —/ ue “du;
0 0

—+o0
par suite, / (Int)e *dt = —v d’apres I1I-4-c. Rappelons qu’il résulte immédiatement du théoréme de
0

+oo
dérivation d’'une intégrale dépendant d’un parametre que IV(1) = / (Int)e " dt.
0
t
IT1-5-a Pour tout = €]0,1[, In(1 — ) Z —— < —x; en posant x = — pour n € N* et ¢ €]0,n[, on en
n

t\"
déduit que (1 — 7) < e~ ', L’inégalité demandée est évidente pour ¢ = 0 ou n.
n

t\n
(1——) 71 si 0<t<n
II1-5-b Soit > 0 fixé. Pour tout n € N*| posons : f,(t) = n . Alors
0 si n<t

(fn)n > 1 est une suite de fonctions positives continues sur |0, +00[ convergeant simplement vers la fonction



intégrable ¢t — e~ **~! et dominée par cette fonction d’apres III-5-a. Le théoreme de convergence dominée
n +oo

t\"
permet de conclure que lim (1 — 7> t*"1dt = lim fu(t)dt =T(x).
n—oo [, n n—oo J

I11-5-c Pour = > 0 et n € N*| on obtient en commenant par faire le changement de variable t = nu :

" t\n ! n*n! ! (I —u)™/ d\ntl
1- 2 z—1 — T 1 — )" z—1 _ el z+n .
/0 ( n) ¢ dt =n /0( u)"u du :c(x+1)~~(x+n)/o n! (du) (W™ du ;

1

la derniére intégrale vaut 1 en vertu de la formule de Taylor avec reste sous forme d’intégrale. L’expression
de I' cherchée résulte donc de la question précédente.

ITI-6 Soit = > 0. Un calcul simple montre que

n*n!

! n n n T T
lnx(x+l)~~(m+n) :xln—i—;lnk—lnx—’;ln(z‘—l—k) = —unx—lnx—l—’;(k—ln(l—&—k))

pour tout n € N*. Il résulte alors de III-1, de III-5-c et de la continuité du logarithme que

n
nh_}n;OZ(% —In(1+ %)) =Inl(z) + vz +1Inz,

k

o0
x x
c’est-a-dire a la fois la convergence de la série Z (E — ln(l + f)) et la formule annoncée.
k=1

oo
ITI-7-a La série de fonctions Z (f — ln(l + E)) est simplement convergente sur ]0,+oo] ; d’autre part,
n n

n=1

oo
1 1
sa série dérivée E (7 - ) est uniformément convergente sur tout segment de |0, +o0[ ; elle est en
\noon +

fait normalement convergente sur tout intervalle de la forme ]0, a] (avec a > 0) parce que son terme général

——— est une fonction positive et majorée par — sur |0, a] ; compte tenu de III-6, on conclut que InoT'
n(n+ x) n?

est de classe C* sur ]0,+o0| (on obtient ainsi une nouvelle preuve du fait que I" est de classe C!) et que

L T )

ITI-7-b En évaluant la relation précédente en x = 1, on retrouve que I'V(1) = v. Mettons cette relation

sous la forme suivante : I'(x) — (1) = —(I'(z) — 1)y + ['(x) Z(_n Jlr —+ %H), soit :
I(z)-I"(1)  T(x)-T() - 1 '
x—1 T z—1 7+F(£)Z(n+l)(n+x)’

n=0

la derniere série écrite est de fagon évidente normalement convergente sur |0, +o0[ ; en faisant tendre z
2

vers 1, on obtient donc que I'"'(1) = —T"(1)y + ¢(2) = % + %

ITI-8 Comme klim C(k +1) =1, le rayon de convergence de la série entiére Z C(k + 1)95]“ est égal e 1;

k=1
oo 00 k

ainsi, pour tout z € [0, 1], Z (Z W) < 400, ce qui montre que la suite double positive (W)k o
k=1 n=1 o2

est sommable ; le calcul suivant, & partir de I1I-7-a, s’en trouve justifié pour z €]0,1] :



o0

"z >, 1/, 1 ak 1 S
D s LSS () = X e - S (5 )

kn>1 k=1 n=1

————
Lt ¢(k+1)
€T
14 =
n
Quatriéme partie
IV-1-a La regle de d’Alembert montre que le rayon de convergence de Z x—a est 1 quel que soit a € R.
n
n=1
‘. 1
IV-1-b De fagon évidente, Si(z) = In 1 ; d’autre part,
oo oo
- _ 2 1 x(1+x)
.2 n—2 n—1_ .2 —
S o(z) == nz:;n(n—l)x —i—x;naz =z .(1—x)3+x'(1—w)2_(1—x)3.

IV-2 Si o < 1, Sy(x) > Si(x) pour tout = € [0,1], donc lim S,(x) = +oo d’apres IV-1-b; si a > 1, la
z—1-

série Z T est normalement convergente sur [—1,1], donc lim S,(z) = Su(1) = {(a).
n()l

1 r—1-
ntl .t " L
IV-3 Soit a € [0,1[. Pour tout = € [0,1], / t—adt < —< / t—adt quel que soit n € N* parce
n n n—1

t
x
que la fonction t — = est décroissante sur ]0,+oo[ ; par sommation, on obtient ’encadrement suivant :
gt Lyt Lyt 1
So(z) < —dt < S,(x —dt. Comme 0 < —dt < —— pour tout z € [0,1] et que
a()—/ota _a()+/()t0‘ =), te _170419 [0, 1] q

+oo .t +oo, .t
lim S, (x) = 400, il s’ensuit que lim o dt = 400 et que Sy (z) ~ / o dt pour ¢ — 17. Or
r—1- 0 )

z—1~ Jo

Foogt T 1yl 11
/ —dt:/ e*tn?t*adt:Onf) Nl—a)etln—~——1~1—2 pour z — 17, donc
0 0 x X X

t()(
I'l—a)
Sa(x) ~ —————-
() (1—z)@
. fle) o« . o s :
IV-4-a Par hypothese, 7o) ~ — pour x — 4o00; or la fonction x — — est positive et n’est pas
T x T
. o L “f'(y) “a s
intégrable sur [1,+oo[, donc 7 n’est pas intégrable sur [1, 400 et W) dy ~ — dy, c’est-a-dire
1 ) 1Y

In f(z) = alnx + o(lnx) pour  — +00; en particulier, liT f(z) = 4o0.
T—T00

oo
IV-4-b La série Z f(n) est divergente puisque son terme général tend vers +o0o d’apres ce qui précede.

n=1
IV-4-c 1l découle de IV-4-a que In f(n) < 2alnn, c’est-a-dire f(n) < n?*, pour tout entier n assez grand ;

comme la série Z n?®e~" converge pour tout t > 0 (d’apres IV-1-a par exemple), le critere de comparaison

n=1 &
des séries a termes positifs assure qu’il en est de méme pour E f(n)e™™. De facon analogue, x +— e~ **22*
n=1

est sommable sur [0, 400, donc aussi z — e~ f(z).



IV-4-d On raisonne comme en I-3-b; la fonction v : t — Z f(n)e™™ est positive décroissante7 donc
n=1

admet une limite dans R, en 0% ; pour tout N € N*, hm P(t) > hm Z fn)e ™ Z f(n); il résulte
donc de IV-4-b que lim;_, ¢+ 9(t) = 0.
IV-5-a Fixons A > 0. Soit 0 < & < 1 arbitrairement petit ; il existe par hypothese z¢o > 0 tel que

(-2 < L@ o

= flx) T

obtient que N1—9) <

<1+ 5) pour tout x > xq; par intégration sur le segment d’extrémités x et Az, on

f()\x) < \(1te)e pour tout = > zg si A > 1 et que A(179) > M
flx) f(x)

A
tout = > To si A < 1. On en déduit que lim f(Ax) = \“.
X oo F(a)

> A+ pour

IV-5-b L’hypothese satisfaite par f entraine que la fonction f” est positive au voisinage de +oo ; soit donc

n n+1

N € N tel que f'(z) > 0 pour z > N. Alors f(@)e @D do < f(n)e™ < / f(x)e @Y dg pour
n—1 n

tout entier n > N + 1, ce qui par sommation conduit & I’encadrement

9]

+oo
—t f( et do < Z f et < et f(x)e—tw dz
N N

n=N+1

il s’ensuit que Z f(n)e ™ / f(z)e " dx pour t — 0F. 1l résulte de IV-4-d que Z f(n)e ™

n=N+1 00 n=N-+1

o0
est un infiniment grand pour ¢ — 07 ; par conséquent, Z fn)e ™™ ~ flx)e ™ da.
n=1

+o0o
IV-5-c et IV-5-d 1l suffit d’apreés IV-5-b de prouver que / fx)e ™ dx ~ T(a+ 1)t f(t™1) pour

( ftly)

t Foo
t — 07 ; nous allons donc étudier la limite de ——— f(z)e ™ dx = / dy pour t — 0+.
0 0

G )
On choisit 2o comme en IV-5-a pour la valeur 1/2 de ¢, de telle sorte que 5— < (( )) < 5— pour tout
x x
Ity e
f=h)

y > 1 (par rapport aux notations de IV-5-a, y joue le role de X et ¢t~ celui de z). Comme liIJIrl f(z) = 400,
r— 100

T > xo; on a vu en traitant la question IV-5-a que pour tous y,t > 0 vérifiant t=! > xg et

il existe to €]0, 2] tel que f(z) < f(ty") pour tout = € [0, zo] ; par suite, f étant croissante sur [zq, +ool,
f(x) < f(t71) pour tout z € [0,t71] si 0 < t < to (on obtient immédiatement cette majoration dans le cas
ou l'on suppose f croissante). Soit alors

1 si 0<y<1
X [0, +0o[ = RT, y \ ;
e Yy22 si 1<y

X est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo[. D’apres IV-5-a et les considérations qui précedent,

[ty 'y)
fltat)

convergeant simplement vers y — e~ Yy® et dominée par x sur [0, +00[ ; le théoréme de convergence dominée
permet de conclure que

pour toute suite (¢,),>1 dans ]0,%o] convergeant vers 0, les fonctions y +— e~V forment une suite

teo  f(tTly) e
li ~y I\ Y Yy dy = T+ 1).
B |, g, =T



