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Exemples d’utilisation du théoreme de Courant-Fischer
1% Partie

A- Etude d’une matrice

u% uiu2 ... UlUnp
“ usuy  u2 U

2 n

LM=UU=|:|(u ... up)=
w : 3
UpUl UpU2 ... Uy,
n
Donc pour tout couple (i, 5) d’éléments de {1,...,n}, ona:m;; = uu; et Te(M) = > u?.

2. La j—éme colonne de M est u;U.

3. On sait que le rang d"une matrice est égal a celui de ses colonnes, or toutes les colonnes de M
sont proportionnelles a U, donc leur rang vaut 1, d’ott rg(M) = 1.

4. rg(M) = 1 # n, donc M n’est pas inversible en particulier 0 est une valeur propre de M,
d'autre part MY = 0 &' YUUY =0 < |[UY| = 0 <! UY = 0d’ou le sous—espace propre
associé est égale a {Y € M,, 1 (R), 'UY = 0}. Sa dimension est n — 1 car c’est un hyperplan de
M., 1(R) puisque c’est le noyau de la forme linéaire nonnulle ¢: M, ;(R) — R

Y — WY

5. MU = UWU, donc WU est une autre valeur propre de M avec U est un vecteur propre, et
dont la dimension du sous—espace propre associé ne peut pas dépasser 1, puisque déja celui
associé a 0 est de dimension n — 1, donc sa dimension est 1, engendré par U.

6. La matrice M est orthogonalement semblable a la matrice diagonale D = diag('UU,0,...,0),

car les sous—espaces associée respectivement aux valeurs propres UU et 0 sont Vect(U) et
{Y € M1 (R), UY = 0}=Vect(U)* de dimension 1 et n — 1

B- Théoréme de Courant-Fischer
1. Parceque toute matrice symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.

<Aey, ex> . <f(€k), €r>
<eé, ex> <€k7 er>

2. Ra(ex) = = A\, pour tout k € {1,2,...,n} car f(ex) = Agek.

3. U—leez,doncf Z)\xzez,dou<f ,U>= Z)\x et <v,v>= Zm

=1 =1

4. Onal <\ < A\, dolt \; <v,v>= lex <<f(v),v>= Zm <Z/\nx = Ap <0, 0>,
=1

donc A\ < Ra(v) <\, Yo #0,dott A\ < m;{)lRA( v) et )\ < m%(RA( v), d’autre part

Ra(e1) =M, dou A\ > m;(r)lRA(v) et Ra(en) = A, dout Ay > m;%(RA(v).
Donc: M\ = rg;iégRA(v) et M\, = 11{128(}2/1(1)).
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k k k
5 Soitk € {1,....,n}, w € V}, = w = inei = < f(w),w>= Z)\Z:c? < )\kz:zf et
i=1 i=1 i=1
b <f(w),w>
<w, w>= ;xf, d’out Ra(w) = T;D <A Ywe Vi \ {0}, dou ) > vEI‘r/lkai){(O} R4 (v) or
er € Vi \ {0} et Ra(er) = Ag, dolt Ay = max  Ra(v).
UEVk\{O}
6. (a) Supposons dim (F; N Vect(e,...,e,) = 0, alors dim (F; & Vect(eg,...,ep) = k+ (n —
k+1) = n+ 1, impossible puisque (F; & Vect(eg, ..., ey)) est un sous—espace vectoriel

de M, 1(R) qui est de dimesnion n, d’ott dim (F; N Vect(eg,...,e,) # 0 et par suite
dim (F; N Vect(eg,...,e,) > 1.
n

n n
(b) w € Fy N Vect(eg,...,en) = w = inei = <f(w),w>= Z)\le > )\kz:zf et
i=k i=k

i=k
I <f(w),w>
— 2 d’ot1 R = T S\,
<w, w> ;:k x;, d’ott Ra(w) <wus S
c) D’aprés 5)ona: A\, = R etV, € F,,d'olt A\ > mi R , et
(c) D’ap ) FE A Alv) et Vi, € Fi k _lpné%(verilp%?o} A(v))

d’aprés 6.b) \;, < Ra(w) < max,cp\(oy Ra(v) VEF € Ff,dou X §}Iél_7l:lk (UEI%&\{?O} Ra(v)),

d’ou I'égalité.

7. (a) L'application ¢4 : v —<Aw, v> est continue sur M,, 1 (R) en tant que produit scalaire de
deux fonctions continues car linéaires v — Av et v — v et on en déduit la continuité de
I'application R4 sur M,, 1(R) \ {0} car rapport de deux fonctions continues v —<Av, v>
et v —<w,v> avec un dénominateur qui ne s’annulle jamais.

(b) Soient A et B deux éléments de M,, 1(R) \ {0}, on cherche a les relier par un chemin qui
ne passe pas par l’origine.
— lercas 0 ¢ [A, B] alors le chemin ~: [0,1] — M, 1(R)\ {0} ferabien 'affaire.

t — tA+(1-t)B
— ler cas 0 € [A, B], on se fixe un élément C € M,,1(R) \ {0} telque:0 ¢ [A4,C] et
0 ¢ [C, B], on relie alors A a C puis C a B.

D’ou 'ensemble M, 1(R) \ {0} est connexe par arcs et I'image de l'application R4 est
aussi un ensemble connexe par arcs de R, donc un intervalle car les seuls connexes par
arcs de R sont ses intervalles.

(c) D’aprés ce qui précede {Ra(v), v € My 1(R) \ {0} } est un intervalle, or A\ =

Ig;iégRA(v) et A\, = Ilr}l;iéiRA(’U). Dot {Ra(v), v € Mp1(R)\ {0} } = [A1, Ay

28Me Partie

1. Soit B une matrice symétrique réelle d’ordre n.
supposons B definie positive et soit A une valeur propre de B et X un vecteur propre associ€,
alors ' XBX = \||X||? >0dou A >0
Inversemnt, supposons B admet deux valeurs propres A > 0 et u > 0, comme B est
symetrique alors elle orthogonalement diagonalisable, c’est a dire 3P inversible telle que

B:tP<)\ 2)P,d’oﬂVX#00na:tXBX:tXtP(ﬁ 0><\A 0)PX:’SYY>O

0 0 Vi 0 u
N VA 0 s PR
ouY = 0 i PX # 0car X # 0,d’ou B est définie positive.
Conclusion : B est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont strictement
positives.
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2. (a) A est définie positive, donc pour 'X = (1,0) # Oona:a = XAX > 0 d’autre part
det(A) = ac — b? > 0 car c’est le produit des valeurs propres de A.

(b) Tout calcul fait : ' X AX = ax® 4 2bzy +cy®> = a ((1: +2y)2 4 (- Z—z)gﬁ) =

a
a((z+ Ly)? + (%2)y?) > 0. Donc A est définie positive.
3. (a) Montrer que < g(x),y >=< po f(z),y >=< f(x),p(y) >=< f(x),y > car p projecteur
orthogonal sur H ety € H et de méme < z,¢(y) >=< z, f(y) > or f est symétrique d’oir
< f(x),y >=< =z, f(y) >, donc < g(x),y >=< =, ¢g(y) >, etalors g est un endomorphisme

autoadjoint de H.

(b) Soit (€], ...,el,_;) base propre orthonormée de H associée a g dont les valeurs propres
sont /i1, ..., fn—1, pour tout k € {1,...,n — 1} on pose : V| = Vect(e],...,e)), comme
précédement on montre que p = max Ra(v), or V| € Fj et

veV/\{0}

N = min (UEI%%} Ra(v)), d’ott A < g

(c) Soitk e {1,...,n—1}.
i. Supposons dim (F N H) < k,doncdim (F+ H) = dim F +dim H —dim (FN H) =
n+ k —dim (F N H) > n, impossible puisque F' N H est un sous—espace vectoriel de
M n-1),1(R) qui est de dimension n d’ott dim (F' N H) > k.
ii. g(v) =p(f(v)),donc g(v) — f(v) € H, orv € H,d’ou < g(v) — f(v),v >= 0 et donc
< g(v),v >=< h(v),v >, en particulier

< g(v),v >< max,ep o LLE Yo € G\ {0}, d'oin
<g(v), v> <f(v), v>
max ———— < max ———.

veG\{0} <v,v>  weF\{0} <wv,v>
iii. En passant au min dans l'inégalité précedente et en utilisant le théoreme de Courant-
Fischer a gauche pour g et a droite pour f et vu que G est de dimension £ et F' de
dimension k + 1, on conclut que i, < Ap1.
4. (a) A,—1n’estautre que la matrice de g, elle est symétrique car g est auto—adjoint.

b) Application directe de ce qui précéde on a A\, < u). < Arr1 puisque les p) sont aussi
PP qui p i +1 puisq Hi
valeurs propres de g.
(c) Sila matrice A est définie positive, alors toutes ses valeurs propres \;, sont strictement

positives il en sera de méme pour les valeurs propres ) de la matrice A,,_1, or A,,_; est
symétrique donc orthogonlement diagonalisable, d’ott 3P inversible telle que A,,_; ="

gy 0 ... 0
P (_) T | P douvX £0ona:
: 0
0 i
py 0 0
txa,  x=txtp| Y PX =tYY > 0ou
: 0
0 --- /
1,
Vi 0 0
Y = 0 R : PX # 0car X #0,d’ou A, est définie positive.
: 0

0o .- /ul
5. (a) Si A est définie positive alors toutes les matrices Aj, sont aussi définie positive d’aprés la
question précedente, donc leurs déterminants sont tous strictement positifs.
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(b) Le résultat est déja vérifié pour n = 2.
Supposons le resultat vrai pour n — 1, on peut donc déja affirmer que A,_; est définie
positive, d’'ott pj, > 0 V1 < k < n — 1, en particulier Ao > 0,...,A, > 0, or
n

det A = H Ai > 0, d’ou Ay > 0, ainsi A est une matrice symétrique dont toutes les
i=1
valeurs propres sont strictement positives, donc définie positive.

6. Un exemple d’utilisation :
(a) Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1, la matrice M (t) est symétrique définie positive.

(b) En déduire que la matrice VX # 0/ XM X = X ( fo ) dt) X = fo tXMX dt > 0 car
XMX > 0,d’ou M, est définie positive.
3%™Me Partie

A- Une deuxieme application

1. (@) VFeFr, Yve F\{0}ona: R (v)=Ry(v)+ Rg(v)dou
max Ra(v) = max (Ra(v)+ Rg(v)) < max Ra(v)+ max Rp(v) <

veF\{0} veF\{0} eF\{O& veF\{0}
Ra(v) + max Rp(v) = RA(v) + pin, d’00
Jmax A(v) max e(v) Jhax A(v) + pn d’01t
i Ra(v) < R . et donc N, < A n, d’aut t,
P ) < i ) s 4 done XS A, e

VF € F, Vv € F\{0}ona:Ry(v) = Ra(v) + Rg(v) > Ra(v) + p1, en passant
une premiere fois au max sur v € F'\ {0} puis une deuxiéme fois au min sur F' € F on
obtient l'autre égalité d’ott pour tout k € {1,2,...,n},ona: A\ + 1 < X < A + pin.

(b) D’aprés la question précedente ona: 11 < A} — A\, < pp, d’0U [N, — A| < max(|pa], |pn),

A-ANX
montrons alors que |4 — A'|| = X#) |(||X||)H max(|u1], |[un|), eneffet A— A" = FE
est symétrique, donc dlagonahsable dans une base orthonormale, (¢], ..., e} ) associée
aux valeurs propres m < oo < gy, Ao || < max(|p], |,un|) =r,et VX #0onaX =
Z:ckek, dou X = Z prxre), en particulier |EX|? = Z piras < r? Z zr = | X%
k=1
H X / IIEXII ||E61||
d'ou [|[A—A|| = <r,d’autre part |4 — A'|| = > = || et
N5 X o [IXI T lledll
EX E
4 - ) = o I > el ), qvou - = maxum, ) ot égalite.
en

2. Soit A € S;f, on cherches >0telque: [|[A—A||<e = A €S, eneffet:
[A—A|<e = Ny= M| Se—e> N, - M = N—e> )\, = 11r<nki£1n)\k—52 Ner
1 1 o
sionprend e = — min )\, > 0,alors \j; > = min >0, VI <k < n, ainsi toutes les valeurs
2 1<k<n 2 1<k<n
propres de A’ qui est symétrique sont strictement positives, d’ott A’ est définie positive.

B- Une derniére application

1. Les matrices R et S sont orthogonales, d’ot1

1 0 1 0 1 0 10
t — t9s = ‘out ! = = -
RR = I, et'SS = I, 1, dou 'QQ = (o t5> RR<0 g) - (0 ts) (0 S) B

1 0 1 0 7 N .
(0 tSS) = <O Inl) = I,,, d’ot1 la matrice @ est orthogonale.

t
2. Simple calcul, en utilisant les relations : 'RMR = <7{)U 8) fRAR = (3 Aa > et
n—1
1SA, 1S = diag(as, ..., ay).
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3. Ona A, — A = €M, donc A; jouera le role de A’ et e M celui de E, dont les valeurs propres
sont j1 = 0 et p,, = etUU.

4. (a) C’estun résultat du cours puisque la matrice @ est orthogonale.

(b) le coefficient d’indice (i,7) de 'QAQ s’obtient en faisant le produit scalaire de la
i—eme ligne de 'Q avec la j—eme colonne de AQ = AC;, donc ce coefficient est
ICAC; = a sii=j=1
(67 sii = ] > 2
B; sii=1,j>20uj=1,1>2

0 sinon
n

n n n
Soit X = Zini € My 1(R) alors IXAX = ZZyiy;’CiACj = ay% + Zaiy? +
i=1 i=1 j=1 i=2

2 By
=2
(c) De maniére analogue on a : ‘XA X = (a + UU)y] + Zaiy,? + 2 Zﬁjylyj =
i=2 =2
XAX +£'UU;.
. XA X
Ainsi Ra (X) = XX
EXAX + elUUy3 Y3
= RA(X)+UU——.
<X, X> A(X) +e <X, X>
(d) Choisir X € F'tel que: F' € Fy avecy; = 0.
FIN DE L'EPREUVE
(©2000-2005 www.chez.com/myismail Page5/5 FIN

myismail@altern.org



