1. (a)

(b)

“+o0o
2. Dans la suite , ¢ désigne la fonction définie sur R* par ¢(z) = / Tdt .
x

(a)
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LETUDE D’UN EXEMPLE

On a : lim+ — = 1, donc la fonction est prolongeable par continuité sur l'intervalle
t—0

[0, @] et par suite intégrable sur 'intervalle |0, o] .

t

On a: lim t2€ = lim te”! =0, donc t — et;t est négligeable devant t — - en 400

t—>+oo t5F oo t2

ort— 72 est intégrable sur Uintervalle [z, +o00[, donc ¢ +— % Pest aussi .

+oo
Ona: % >0 Ve [z,+oo], donc ¢(x) :/ ert > 0, d’autre part :
x

—t —t oo e too et et
& < &Vt €]z, +oo|, donc p(z) = /x Tdt < p(z) = /:v 7dt = donc
e~

on a montré que , pour tout réel strictement positif z on a: 0 < p(z) < &

. +oo eft T eft . . 7
Vo e RY, p(x) = Tdt_ —dt est dérivable comme différence d’une constante,
1

too o
/ Tdt et d'une primitive / —dt de &£, avec Vo € RY, ¢/ (z) = ©
1

—x

T -

+oo — +o00 1 +oo —t 1 1— —t
o(x)+Inz = / e—dt + / fdt / C dt - / it tend vers
T t T 1 t T t

1— —t
C = (1) - dt quand x tend vers 07, notez bien qu’on a utilisé les inté-
0 t

1 t 400 . —
1—e
grales ; dt et / Tdt qui sont bien définis puisque associés a des fonctions
intégraboles d’aprés les questions précédentes.

Une simple utilisation de la relation de Chasles pour intégrales donne pour tout = > 0,

T _ e—t
gp(m)+lnx:0+/ dt.
0
- l)ktk
D’autre part : pour tout £ > 0,n € N*ona:e " = Z + R, (t), série alternée,

tn+1 T _ —t n 1 k—ltk—l n t
avec |R,(t)] < ——=, donc / C at = / (=1) _ Bult) dt =
(n+1)! 0 t 0 k! t

Z/ k ltk ldt_/ R, (t)dt i k 1, R

k=1

Ry ( (1) S A B
]/ dt] / | ——= ]dt\/o (n—i—l).dt_ (n—i—l)(n—i—l)d 0 quand n —

+00 pour x > 0 fixe, car les puissances sont négligeables devant les factoriels. Donc

quand

T e—t (_1)k—1 :I:k
n — +o0o avec x > 0 fixe, on obtient : /0 ; dt = Z E— et on peut en
déduire que
oo k-1 .k
(=D«
Inx=C —_—
o(x) +Inx + ; P



3.

(a)

Montrons d’abord que ¢ est intégrable sur ]0, +-00[, en effet d’aprés les questions 2.a et

1.b on peut affirmer que ¢ est intégrable sur [1, +oo[ et d’aprés la question 2.d et vu que
oo (71)k—1 s
Z g~ rau voisinage de 0, on peut affirmer aussi que ¢(z) +1Inxz ~ C 4z au
k=1 ’
voisinage de 0, or z +— C + z et x — Inx sont intégrables sur ]0, 1],
1
(/ |Int|dt =1+ xlnx — x) donc ¢ est intégrable sur |0, +oo| et par suite Y :— ¢(|z)
xT
est intégrable sur les deux intervalles | — oo, 0] et 0, +o00] .

Pour tout € R, on a || < |p(t)] et t — |¢| intégrable sur les deux intervalles

+oo
] — 00,0][ et ]0, +oc[, donc t — e®a)(t) I'est aussi donc les intégrales I; = / e apdt
0

0
et Ip = / e (t)dt ont un sens et donc 1p(x) = I; + I a un sens. D’autre part :

—00

~ too too 1 | U too 1 |
D) = / T () dt = / Se ety + / S ¢~ t)dt = / Seolt)dt +
_ 0 0

+o0 1 .oo +o0 1 . Jroo_lOo ) +oo
/ —e "o(u)du = / —e o (t)dt + / —e o) dt = / ©(t) cos(xt)dt.
0o 2 0o 2 0o 2 0
La fonction £ : (x,t) — ¢(t) cos(xt) est intégrable sur |0, +oo[ par rapport a ¢ pour x
ﬁaxé, elle est de classe C*° sur R par rapport x dont la dérivée n-éme est
n n
8—;; it t"o(t) cos(xt + ng), on a |8—x§(aﬁ,t)] < t"p(t) Vit €]0,+ool. Montrons alors
que t — t"p(t) est intégrable sur |0, +ool, en effet au voisinage de 0 on a :
tho(t) + t"Int ~ Ct" + " or t — t"C + "1 et t — t"Int sont intégrables sur |0, 1]
donc t — t"p(t) est intégrable sur |0, 1] et par suite § : t — t"¢(t) est intégrable sur
7
10,1], et donc ¢ +— W(m, t) est aussi intégrable sur ]0, 1].
x
D’autre part, d’aprés la question 2.a 0 < t"p(t) < t"le™t WVt € [0, +oo[ et comme
t"~le~t est négligeable devant t% au voisinage de 400, car les exponentielles ’emportent

devant les puissances, et que ¢ — 7 est intégrable sur [1,+oo[ alors ¢ — t"p(t) est

8“
intégrable sur [1, +00] et par suite ¢t — a—g(:v, t) Vest aussi.
x
3
Conclusion : t — a—i(m,t) est intégrable sur |0, +o00[, le théoréme de dérivation sous
x

signe intégrale permet d’affirmer que 121\ est de classe C* sur R avec :
Y™ (z) = / t"o(t) cos(xt + ng)dt
0

Pour tout réel non nul x, on a a ’aide d’une intégration par parties

d(x) = /0 ” p(t) cos(xt)dt = [«p(t)SiI;xt] S /0 - w’(t)SiI;xtdt —

t—0

i/{:oo e;tsin(mt)dt, car d’aprés 2.a |p(t) Sil;xt\ < e: — 0, quand ¢ — +o00 pour x
fixe, et d’aprés 2.d ¢(t) + Int ~ C + ¢ au voisinage de 0, donc

o(t) sin vt + sin vt Int ~ (C+t) sin ot quand ¢ — 0 pour z fixé, comme st t quand
t — 0 pour z fixé, alors ¢(t) sin ot +tlnt ~ (C +t)t quand t — 0 pour x fixé et donc
lim () sinot _ 0, pour z fixé.

t—0

o~ F(m) +o00
Ainsi ¢(z) = ,avec ¢ :x — p(x,t)dt telle que ®(0) =0 et
x 0

p(x,t) = e%t sin(xt), donc 1//1\(0) = ®’(0) a condition qu’on peut dériver sous signe intégral,

t

ce qui n’est pas difficile & justifier puisque 9P .t eteosat est intégrable sur [0, +o0

oz

puisque majorée par e~ !, intégrable sur [0, +o0o[, pour z fixé.



~ +oo dp +oo
Donc 1(0) = ®'(0) = / —(0,t)dt = / e tdt = 1.
o Ox 0
4. (a) Dans la question précédente on a déja montré que la fonction ® : x — f0+°° eT_t sin(zt)dt

“+o0o
est dérivable sur ]0, +oo[ avec ®'(x) = / e~ " cos(xt)dt, pour tout x > 0, puis on a :
0

+oo ] +oo e(izfl)t 1
P (z) = S‘Ee/ e et = 8‘36/ et — Re P = —Re (zx 1) =
0 0 - -

. Notez bien que : [e® D! = ¢=t — 0 quand t — +oo.

t——+o0

t—0

2 +1
(b) D’apreés la question précédente, on a : LZ(ac) = @ pour tout réel non nul z, et ® est de
classe C! sur |0, +oo[ avec ®'(z) = ﬁ Vx > 0, donc ®(z) = arctan z + A Vz > 0,

de méme ®(z) = arctan x + . Vz < 0, donc

l/p\(.fl?) _ arctanz+A\ Ve >0

T

arctan z+p
=t V<0

1 siz =0
comme 12 est continue sur R alors A = 4 = 0 d’ou le résultat.

II.QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d’une fonction intégrable

(a) Pour z fixé, on a : |[e"@f(t)| < |f(t)] Vt € R, or f une fonction continue par mor-

ceaux et intégrable sur R; donc t +— e~ f(t) I'est aussi d’oil pour tout réel x, f(m) =
+oo

too i teo
/ e " f(t)dt est bien définie, en plus |f(z)| = |/ e " (t)dt] < / |f(t)]dt =

—0o0 —00

M, constante qui ne dépond pas de = et donc la fonction fest bornée .

(b) Si de plus f est continue, alors t +— e~ f(t) est intégrable sur R et z +— e ™! f(t)

continue sur R, donc f est aussi continue .
2. Transformations

(a) Soient ¢1, s deux fonctions complexes continues par morceaux et intégrables sur R, et

A € R alors 1+ Aps est aussi une fonction complexe continues par morceaux et intégrable

+o00 .
sur R, avec F(p1 + Ap2)(x) = / e " (1 + Ap2) (t)dt =
+o0 . +o0o . o
/ e "y (t) + /\/ e oo (t)dt = F(p1)(x) + AF(p2)(x). et donc F est linéaire .

(b) f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R, donc pour tout réel a, les
fonctions f,(t) = f(t—a) et o f(t) = f(at) sont aussi des fonctions continues par morceaux
et intégrables sur R et par suite possédent des transformés de Fourier, avec que pour tout
réel z, fo(z) = /+oo e @ f(t —a)dt = e"® /+00 e f (u)du = e_i‘””f(x), en utilisant

le changement de %Oariable u=1t—aetde mér_nog avec le changement de variable v = at

on obtient a/}(x) = ﬁf(%) (a # 0), faites attention ici aux bornes si a < 0 alors —oo

devient 400 et inversement ce qui justifie le |al.

C a transiormee de rFourier de l'application ¢ — 6' au poin X est
La transformée de Fourier de lapplication t — f(t)e' t t

+o0 -
/ e @t f()dt = f(z — a).

—0o0



~

0 o +o0
: . _ —ixt —ixt _ —ixt
(d) Si f est paire alors f(x) = / e " f(t)dt —}-/O e " f(t)dt = /0 e " f(t)dt +

— 00

o0 +o00 ] +oo o0
WU £ — —ixt 1TU — —ixt izt —
/0 e f(—u)du /0 e f(t)dt—i—/o e f(u)du /0 e f(t)dt—i—/o e f(t)du

oo
2 / cos(zt) f(t)dt, on a utilisé le changement de variable w = —t puis on a remplacé

u par t puisque sont deux variables muettes.
Si f est impaire on obtient f(m) =2i /+00 sin(zt) f(t)dt.
(e) La transformée de Fourier d’une fonc(‘;ion réelle paire est réelle alors que celle d’une
fonction réelle impaire est imaginaire.
3. Dérivation
(a) f' étant intégrable sur R, donc /I f'(t)dt = f(x) — f(0) admet une limite finie quad
x — +00, et donc H?.%f est finie, (;oit L cette limite, si L # 0 alors |f(x)| — |L| > Lg‘,

quand x — 400, or f est continue, donc un intervalle [A, +o00[ sur lequel |f| > %, or f
est intégrable sur [A, +oo[, donc le fonction constante % le sera aussi, ce qui n’est pas

le cas, donc L = Emf =0, et de méme on montre que lim f =0 .
oo —0o0
(b) f’ étant une fonction continue par morceaux et intégrable sur R, donc admet une trans-

—~ too
formée de Fourrier, définie par la relation : Vx € R :  f/(z) = / e (t)dt =

f'(x)

T

—00

O] e [ e 0= i), done Fr) =

— 00

car f’ est bornée en utilisant la question II.1.a pour la fonction f’.

tend vers 0 en £oo,

(c) Le fait que 'application g : t — tf(t) est intégrable sur R nous permet d’affirmer que ]?

est de classe C! sur R et de dériver sous le signe intégral ; avec :

Vz € R, (f)l (x) = —1 /+OO e T f(t)dt = —ig(x).

—0o0

I[IT.UNE FORMULE D’INVERSION

A-Un autre exemple

1. La fonction h est de classe C! sur R, intégrable sur R, et t — th(t) intégrable sur R, (car
négligeables devant t% en +00), donc T est bien définie, dérivable sur R avec :

N +oo ) et t=too r [t )
Ve € R, W(x) = z/ e e dt = —i 76_2”7 - 2/ e e dt =

—0o0 —0o0

t——o00

—g/l\zl(x) et donc 7 satisfait I'équation différentielle : y' 4+ Sy = 0.

12 -~
2. La solution générale de I’équation différentielle (1) est de la forme y(x) = Ae™ 7, donc h(x) =

322 -~ +oo 2
A5 ot A= H(0) = / et = 7.

—00
3. e’ =z h(t), donc
d’aprés la question I1.2.b la transformée de Fourier de la fonction ¢ +— e_EtQ,E > 0 est :
o~ 2
1 N _zZ
%h (%) = \/§e el
B-Application a la formule d’inversion
1. (a) Soit les v, € CO(R) définies par vy (y) = v(y)e ¥’ se sont des fonctions intégrables sur

R car dominées par v intégrables sur R, et qui de plus convergent simplement vers v. En



—+00

utilisant le théoréme de la convergence dominée, on a que : liril 1)(y)e_‘€"y2 dy =
n—4oo |
+oo 5 +oo *
/ lim o(y)e =Y dy = / v(y)dy.
—oo Mtoo —o0o

(b) Méme que précédement, poser wy(y) = w(x 4 eny)e™¥” ’est une fonction intégrable sur

R car bornée par la fonction intégrable y — sup ]w|e*92, de plus liril w(y) = w(z)e ™,
R n—-1+00

+o0o 5 +oo 5 +o0o 2
donc lim w(z+epy)e ¥ dy = / lim w(x+eyy)e ¥ dy :/ w(z)e ¥ dy =
n—;—i—oo 00 —oo Nt —c0
w(z) / eV dy = w(z)V/r.

+oco )
2. Pour tout n € N et tout x € R, on a, et ceci d’aprés la question I11.A.3 / e~ iy(t=e)—eny? dy =

—00

1 ~(t—=x T _(t—=)? oo ( T 2
h = ,/—e %n, donc f(t / e~ W(t=z)=eny dy) dt =
VEn ( ,/5n> En oo ®) oo
+oo T 7(t_z)2 +00 2
/ ft)/—e Tn dt = 2¢/w f(z 4+ 2\/ens)e” % ds, en effectuant le changement de
oo €n o
variable s = 27%.
3. (a) C’est le théoréme de Fubini qui nous permet d’intervertir les deux intégrales, puisqu’il

s’agit d'une fonction continue sur le carré [—p, p] x [—q, q].

) q )
(b) Posons, pour tout y € R, f,(y) = eiwy—ey’ (/ f(t)e’ytdt>, on a :
—q

+o0 .
hr+n foly) = e”ysyQ/ ft)e ¥t et |f,(y)| < 2¢ Sup]f\e * majorée normale-
q—+o00
ment par une fonction 1ntegrable sur R, donc lim f, est 1ntegrable sur R avec

q——+00

+0o0 +oo
lim foly)dy = / lim f,(y)dy, ce qui donne pour tout € > 0,
NN q—-+o0

q—-+oo

I T too g oo .
lim ¢iry=ey ( / f(t)e‘lytdt) dy = / ¢y ( / f(t)e‘zytdt> dy.
4=+ J_ —q —00 —00
(c) Le méme raisonnement que précédement en posant cette fois g, (¢ (fp e~ W(t—a)—ey dy)

et faire tendre p vers 400 nous permet d’affirmer aussi que pour tout entier naturel non

nul g et tout € > 0,

q D ) 5 q +00 . 5
lim f(t) (/ e~ Wlt—z)—ey dy> dt = / f(t) (/ e~ Wlt—z)—ey dy) dt.
p=teo g -p —q —o0

(d) Conclusion immeédiate des question précédents.

4. D’aprés les questions I11.B.2. et II1.B.3.c, en remplagant € par &, ol (&), une suite de réels

+w . ~
strictement positifs tendant vers 0, on a : 2f/ f(z+2y/ens)e —* s = / e”y_any( )dy

Et aprés avoir vérifié qu’on peut intervertir hmltes et intégrales, chose qui n’est pas difficile

puisque eiry—eny’ f(y) sont normalement bornées par f, intégrable sur R et f(z + 21/5718)6_5

_g2

sont normalement bornées par sup | fle™*", intégrable sur R aussi, donc qund n — 400, on ob-
R

+oo 5 oo +00 2
tient : pour tout z € R, = 5 f(x)e ™ ds = / e f(y)dy, comme / e ds = /7,

—O —0o0 — o0
on a le résultat.

FIN
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