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1°r¢ Partie. — 1ér cas : {z,y} est lie, donc y = ax, d’ott u(y) = au(z), ainsi
Ay Y = . = Ay, Aot Ay = A,
A-Quelques propriétés de @,,. — 2tme cas {z,y} est libre.

wr+y) =ux) +uly) = Aty (T +y) =z + Ay

1) 7 = ker Tr est un hyperplan car Tr est une forme linéaire sur E, non — Moty — M)+ Mgy — Ay)y = 0p

nulle, vu que Tr( idg) = n. — Aoty = Ao = A,

2) Vérifier rapidement que :
— ®(u,v) = =P(v,u), d’'ou 'antisymétrie.
- O(u+ A, w) = ¢(u, w) + AP(u, w), d’out la linéarité a gauche, I'anti-
symétrie en plus implique la linéarité a droite, donc la bilinéarité.

3) a) idg,u,...,u"" ! appartiennent a ker ®, car commuttent avec u,
donc Vect(idg,u,...,u" ') C ker®,, d’autre part { idg,u} est
libre dans ker ®,, car v n’est pas une homothétie, donc
dim ker ®,, > 2.

b) v € ker &, = v commutte avec u, donc les sous-espaces propres
E,(X\) de u sont stables par v.

4) Im ® C 7T car Tr(uv) = Tr(vu), et aussi Im &, C Im & C 7.

On ne peut pas avoir [u,v] = idg, car Tr(idg) =n # 0et Tr(ju,v]) =
0. 6) a) Pour k=0, vrai car (9,)°(v) = v.
On ne peut pas avoir Im ®, = 7, car dim7 = n? — 1, alors que

dim Im ®, = n? — dimker ®, < n? — 2.

5) a) L’implication directe est évidente.
Réciproquement, supposons {x,u(x)} est liée, donc Vo € E, I\, €
K tel que u(x) = A,.z, pour montrer que u est une homothétie il
suffit de montrer que A, ne d“pond pas de z, autrement dit A, = A,.

Soit x,y € F non nul. Supposons vrai pour k, donc
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On remplace p par p-1 dans la 2éme somme
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b) Supposons u* = 0, dans ce cas

2k
@0 =31 () hree =0, carw =05 p> b

p=0
u?k P =0sip <k.
Donc u nilpotent = ®,, nilpotent.

B-Détermination de I'image de .

1)
2)

3)

4)

5)

1)

Siu = \idg, alors Tr(u) = An = 0, donc A = 0, d’ou u = 0, contradic-
tion, donc u ne peut pas étre une homothétie.

Comme wu n’est pas une homothétie d’aprés 1.A.5.a) Jey €

E tel que {eq,u(eq)} soit libre.
Prendre e; = u(e;) puis utiliser le théoreme de la base incomplete, car
{e1, €2} libre, ainsi, u(e;) = es ne peut pas s’exprimer en fonction de ey,

t
d’oﬁA:MB(u):(g/ j( ),oﬁB:(el,...,en).
1

a) Il suffit de prendre o qui n’est pas valeur propre de U.
b) Un calcul trés simple a faire.

On a déja vu que Im & C 7 dans [.A.4), montrons 'autre inclusion
réciproque par récurrence sur n = dim £.

Pour n = 1, dim L(F) = 1, donc tous les endomprphismes sont propor-
tionnels a idg, donc des homothéties, d’ou ® = 0, donc dim Im & =0 =
dim 7, d’ou 'égalité.
Supposons vrai pour n — 1, donc Tr(u) = Tr(A) = Tr(4,) = 0,
appliquons I’hypothese de récurrence pour ’endomorphisme canonique-
ment associé & A;, donc A, = UV — VU, dou A = U'V' — V'U’,
, a 0 , 0 'R
avec U —(0 U)’V _<S %
précédente, choisis tels que U — al,,_; inversible, S = (U — al,_1)'Y et
R= —t((U — OZ]n_l)_l)X.
Soit u’, v’ les endomorphismes canoniquement associés a U’ et V', alors
u=u'v—v'u € Im P.

) ou «, S, R vérifient la question

C-Détermination de Tr(®,).

La famille (u;j)i<ij<n est de cardinal n? = dim (£(F)), il suffit donc de
montrer qu’elle est libre.
En effet supposons Z Aijui;j = 0, donc V1 < kK < n, on a

1<4,j<n
Z )\,-Ju,-vj(ek) = 0, d’Ofl Z )\i,j(sj,kei = O, d’Oil Z )\i,kei = 0,
1<4,j<n 1<4,j<n 1<i<n
d'ott A\jy =0,V1 <i k <mn, car la famille (e;)1<;<, est libre.
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2) Pour tout 1 < p < n, on a : u;uki(e,) = Oipu;jler) = 8,0,k =
0 kuig(ep), d’oll u; jug; = 0, ,u;; car ils coincident sur la base (e,)1<p<n-

Onawu= E Qg Uk 1, d’ou :

1<k,i<n
Dy (uig) = wui; — uiju

= 5 Qe (UR (U 5 — E Qe (Ui jUE,
1<k,i<n 1<k,i<n

= E g, 107 Uk j — E 105 1 1
1<k,l<n 1<k,l<n

= E A iUk,5 — E Qg 1U; |
1<k<n 1<i<n

= E A iUk,5 — E Qj kUi k
1<k<n 1<k<n

On remplace | par k dans la 2éme somme
3) D’aprés la question précédente, on a :
Dy (uiy) = E Qg+ i — E QU — QU

1<k<n 1<k<n
ki k]
= D g — Y aguuig+ (i — aj,)uy
1<k<n 1<k<n
ki [y

Ainsi les termes diagonaux de la matrice de ®,, dans la base (u; ;)1<i j<n,
sont les a;; —a; ; tel que 1 <4,j5 <n,dou Tr(P,) = Z (a;;—aj;) =

1<i,j<n
E Qi —

1<i,j<n

E a;; = 0 car 4, j jouent des roles symétriques.
1<i,j<n

g¢me Partie.

A-Cas ol u est diagonalisable.

H1
1) a) A= Mgy, = est diagonale, d’aprés 1.C.2),
fn

Dy (uig) = aiiuij — ajiui ;g = (fi — py)ui

b) D’aprés la question précédente, p; — p; sont des valeurs propres,
dont les vecteurs propres associés sont les (u;;)1<; j<n qui forment
une base de L(F), ainsi ®, admet une base propre donc diagonali-
sable.

2) vekerd, = v(E,(\)) C E,(\),V1<i<p, daprés [.A.3.a).
Inversement supposons v(E,(X;)) C Eyu(\;),V1 < i < p, et montrons que
vu = uw, il suffit alors de le montrer sur la base (€;); <j<p.
En effet ¢, € E. (i) = v(e;) € Eu() = wv(e;)
vu(e;) = v(pie;) = piv(e;), d’ou I'égalité.

3) Posons W: ker®, — L(E,(A1)) X --xL(ELN))

v (UEons VB

U est bien définie car les sous-espaces propres F,();) sont stables par
tout v € Ker ®; qui y induit un endomorphisme.

= p(e;), or

U est linéaire, car (v + Aw)g,(\) = VB, () T AW|E, (), Pour tous
v,w € Ker &,.

U est injective, car v € Ker &; = v = 0 sur F,(\)V1 < i < p, donc

p
v =0 sur @ E,(\;) = E car u est diagonalisable.
i=1

Enfin, Soit (vy,---,v,) € L(E,(A1)) X -+ x L(E,()p)), cherchons v €
ker @, tel que U(v) = (vy,---,v,), pour cela, tout x € E s’écrit de
facon unique sous la forme, x = zy + --- + z, tel que z; € E,(\;), po-
sons v(x) = vi(®1) + -+ 4+ vp(xp) il est clair que vjg,(n,) = v; et donc
V(Ey(N)) = vi(Eu(N\)) C Ey(N), Aot v € ker @, et ¥(v) = (vg, -+ ,0p).
Donc ¥ est surjective.

Ainsi ¥ définit un isomorphisme de ker ®, vers L(E,(A1)) X --- X
L(E.(Ap)).

dim (ker ®,,) =

Donc dim (L(Eyu(A1)) X -+ X L(EL(Ap))) =

p p p
Zdim(ﬁ(Eu()\i))) = Z:dim(Eu()\i))2 = Zm?, car u est dia-
i=1 i=1 i=1

gonalisable, donc rg(Im ®,) = dim(Im ®,) = dim(L(L(E))) —
p

dim (ker ®,) = (n?)? — me
=1
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4)

Si u n'admet que des valeurs propres distinctes alors elles sont toutes
simples, donc m; = 1,V1 < i <n, d’ou dim (ker ®,) = n.
idg,u,...,u"! € ker &, car
Vect( idg,u, -+ ,u"" ') C ker ®@,.

D’autre part, supposons ( idg, u, . ..

commuttent avec wu, donc

,u™1) est lide, alors ils existeraient

n—1
des scalaires, (Ap)o<k<n—1 non tous nuls, tels que Z)\kuk = 0, d’ou
k=0
n—1
P(X) = Z)\kX " est un polynéme annulateur de u, non nul de degré
k=0

inférieur a n — 1, impossible car degm, = n puisque u admet n valeurs
propres.

Donc dim (Vect(idg,u, -+, u" ")) = n =
Vect( idg,u, -+ ,u" ') C ker ®,, d’olt I'égalité.

dim (ker ®,,) et

B- Cas ou dim £ = 2.

5)

— K = C, soit A\, =\ les solutions dans C de 1’équation : X2 + 3 = 0, ce
sont des racines simples de xg¢, et 0 est une valeur propre double, dont
I’espace propre associé est de dimension 2, donc &, diagonalisable.

- K=R et g <0, pareil que le 1ér cas.

-~ K=Ret >0, dans ce cas xg, n'est pas scindé dans R, car admet
des racines complexes, non réelles, donc @, n’est pas diagonalisable.

a) Reprendre le raisonnement fait dans la question précédente.
b) ®,(v) = Av, donc uv — vu = Av, supposons v inversible, donc
v
u—vuww~ ! = XNidg, d’ol [uv_l,x] = idg, impossible car idp ¢

Im &.

A
v = —uv —vu), donc Trv = =0.

( Tr(uv) — Tr(vu)
Puisque, dim F = 2, alors x,, = v — Tr(v)v+detv, or detv = 0 car
v n’est pas inversible et Tr(v) = 0, d’olt X, = v?, comme Y, (v) = 0,
alors v? = 0.

c) Détermination de Sp(u).

1) w n’est pas une homothétie, donc de € E tel que B = (e, u(e)) libre dans — B=(e,v(e)) base de E <= (e, v(e)) libre dans E
E, d’aprés 1.A.5.a), donc base de E car dim E = 2. car dim E = 2
Soit v € ker ®,, donc uv = vu, montrons que v € Vect( idg,u), c’est a <= v(e) # de tel que A € Sp(v)
dire v = X idg + pu <= wv(e) # 0g car Sp(v) = {0}
. 0 « a b puisque v =0
Soit U = M(u) = 1 B et V= Ms(v) = ( ¢ d )’ montrons — Posons u(e) = ae + bv(e), et donc vu(e) = av(e) car v? =0
alors que V = \I,, + pU, il suffit de prendre A = a et p = ¢ en utilisant uwv —ou =M = uv(e) =vu(e) + Av(e)
le fait que UV = VU. = wv(e) = (a+ \)v(e)
Ainsi ker ®,, C Vect( idg, u), Pautre inclusion est évidente car idg et u Dot Mg(u) — a 0
commuttent avec u. b a+ A
2) X®| s, diVise Xxo,, car ker @, stable par ®,, or dimker®, = 2 et 0 Ainsi Tr(u) = 2a+ )\, d’ott a = M ot
est I'une valeur propre de @[y ¢,, donc XP| era, = X2 dou ye, = Tr(a) — A T%(a) Y
XAX?+ 1), Sp(u) = a:faa—i_sz
3) Sif=0,alors xe, = X%, side plus ®, est diagonalisable, alors 7g, = X, Donc u est diagonalisable car admet 2 valeurs propres distinctes,
car ses racines simples, or g, (®,,) = 0, d’ou ®,, = 0, donc ker &, = L(F), et dim £ = 2.
donc u est une homothétie, contradiction. d) v non inversible, donc kerv # {0g}, et v # 0, donc kerv # E, d’ott
4) Supposons [ # 0. dimker v = 1, de méme dimker w = 1
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Supposons kerv N kerw # {0g}, alors kerv = kerw, vu que Supposons vrai pour k, dans ce cas ®,(v"!) = wFtl — oty =
dim ker v = dim ker w = 1. (uv)o® — vy = (vu + )k — vFFly = v(ue® — vFu) + Mkt =
v®, (VF) + AP = (k + 1) kL,
Cas ou P, est diagonalisable. Si vP # 0, alors c’est un vecteur propre de ®, associé a la valeur propre
1) wv; —viu = Pu;, done wv;(x) = vu(x) + Pui(x) = (N + B)ui(z) car PA.
u(r) = \. 3) SivP #0,Vp € N* alors @, aurait une infinité de valeurs propres dis-
Donc v;(z) sont des vecteurs propres de w. tinctes, les pA, absurde, donc dp € N* tel que v? = 0.
2) 1l est clair que ¥ est linéaire. 4) a) Im vP est stable par v, car vP commute avec v.
Surjection : Soit y € E. D’autre part, soit y = vP(x) € Im P, on a uv? = vPu+pAvP, d’aprés
~ Siy = 0p, prendre v = 0. I11.2, dgnc u(y) = woP(z) = vP(u(z) + pAr) € ImovP, dou Im ov?
— Siy # 0g, on complete z et y pour avoir deux bases B et B’ qui com- est aussi stable par u.
mencent par x et y, et soit v I'application linéaire qui transforme B en b) Ona: v;: Imv? — Imo? avec kervy = kerv N Im P C
B', donc v(z) = y. r — v(zx) 1
3) (v1,...,v,2) est une base de L(F), donc son image par U est génératrice ker v, donc dim ker v; < 1'et. Im vy :p U_( Irp v?) = Im ,Up+ D 351{68
de ITm ¥ = E car ¥ est surjective, ainsi (vi(z),...,v,2(x)) est une fa- la formule du rang, on a : dim Im v” = dimkerv; + dim Im v,
mille génératrice de £ formée par des vecteurs propres de u, de la quelle Supposons kerv; = {0g}, donc v?*!(z) = 0 = v?(x) € kerv; =
on peut extraire une base de F, donc u est diagonalisable. vP(x) =0
¢) dimkerv=1 = dim Imv=n-—1
3eme Pgrtie. — dim Imv? =dim Imv—1=n—2
1) a) Découle immédiatement de I'égalité uv — vu = Av. — dim Im o™ =1
b) Supposons detv # 0, la question précédente implique que — dim Im " =0
det(u — z idg) = det(u — (z + A) idg), donc Donc v" ! # 0 et v" = 0.
Xu(Z) = xu(z + N,V € K. 5) cardB =n = dim £, il suffit donc de montrer que B est libre.
Supposons Yy, n’est pas constant, soit z € C racine de x,, alors En effet : Soit Ag, ..., A\s—1 € K tel que Age + ... + X\,_u ' (e) = 0, on
x4+ A\, x+ 2], ... sont des racines de y, qui est donc nul car admet compose par u"~!, donc Agu""'(e) = 0, d’olt Ay = 0, puis on compose
une infinité de racines, ce qui est impossible, donc Y, est constant. par u”~? pour montrer que A; = 0 et ainsi de suite.
c) Si v est inversible, alors detv # 0, donc x, est constant, d’ou 0 ... 0
degu = 0, ce qui est impossible car dim £ = deg x, 1
2) Raisonnons par récurrence sur k € N* M) =1 0
Pour k£ = 1, c’est vrai car v vecteur propre de ®, associé a la valeur
propre a la valeur propre A. 0 010
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6) a) Il suffit de définir wy sur la base B, pour cela posons wgy(v¥(e)) = L R
®,(v*)(e), d’aprés I11.2, on a wy(v*(e)) = kAvk(e), donc Mp(w) = Av(eo) = Z ArAek, d'olt Ao, — Arag = AgA, done Ag(ay —ag — A) =0,
: k=0
Diag(0, A,..., (n —1)A) donc (k — 1)A\, = 0, dout \y = 0 si k # 1, ainsi la lére colonne de la
b) Vw € A, on a w —wy € kerd,, d’ou A est un espace affine de 0
direction ker ®, et d’origine wy. ay
¢) Montrons que ( idg, v, v"™1) base de ker ®,. matrice de u sera de la forme suivante : | 0
Soit A, ..., —1 € K tel que Ao idg + ... + A\p_1v™ ! = 0, on ap- ;
plique I'égalié & e, donc Age+ ...+ \,_10"(e) = 0, or B libre, donc 0
A =...= A_1 =0, donc la famille est libre. . _
D’autre part, soit w € ker ®,, donc commute avec v mais aussi En adoptant le méme raisonnement pour calculer v(e;), on trouve que la
avec v* pour 0 < k < n — 1, or B base de E, donc w(e) = \pe + 0
o+ A" e) = P(v)(e), et wok(e) = vFw(e) = v*P(v)(e) = 0
P(v)(v*¥(e)), d’ott w = P(v) car égaux sur la base B, donc notre fa- 2éme colonne est de 1a forme suivante a2
mille est génératrice pour ker ®,,, donc base et par suite sa dimension 0
vaut n. :
7) Posons u(e) = Age + ... + A\,_10" 1(e) = P(v)(e), on a &, (v*) = k\vF, 0
d'ott uv® = vhutkAk, d’oti uvk(e) = Ukp(v)( )+k)\v (e), orv™ = 0, donc Et ainsi de suite la forme finale de la matrice sera
vP(v) = Mv(e)+...+ 20" He), v2P(v) = Agv?(e)+. ..+ Az 1(e), 0 ... 0
v 1P(v)(e) = Agv" ! (e), a1 :
M0 o 0 0
A Ao+ A : : .
d’ot —| . : S
ot Ms(u) 0 ... 0 auny O
0 Ces matrices forment un ev de dimension n — 1.
)\n—l )\n_g N )\1 )\0 + (TL - 1))\
8) Posons B' = (eg, ..., e,_1), donc u(ey) = (o + kX)ey, = akek
Soit v € Fg,()), donc uv — vu = Av, posons v(eg) Z)\kek, donc
n—1 n—1 :
ep) = Z)\ku(ek Z)\kakek et vu(eg) = apv(eg) Z)\kaoek, or Fln.
k=0 k=0
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