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CORRIGE

1%re Partie.

Résultats préliminaires.

A-Calcul de la dimensin d’un sous espace vectoriel de FE.

1) Conclusion immédiate du théoreme de décomposition des noyaux car
(X — AP AQ =1, puisque Q(A) # 0 et du fait que (u — Mg)P et Q(u)
commuttent avec u car sont des polynomes en u, donc leurs noyaux sont
stables par u.

2) a) Vaxe F\=ker(u—Ag)’,ona: (v=MNEg)P(x) = (u—\Eg)P(z) = 0g,
donc v — Mg est nilpotent, en particulier x,_x7,(X) = (=1)4X9, o1

b)  xuo(X) =det(v— XIg)
— det(v — Mg — (X — \)In)
= Xv-arg (X — A)
= DX -y

1)

2)

On a E = F\ @ ker Q(u) avec Fy, ker Q(u) stables par u,v = up, et
W = Ujker Q(u)> AONC Xy = Xo-Xw = (—1D)UX — N0

¢) D’aprés ce qui précede on a : x, = (—=1)4X — N4y, = (X — \)PQ,
ainsi (X — )P divise (X —X)%xy, or (X —=A)PAx,, = 1, car xu,(A) # 0,
d’ott (X — )P divise (X — A)%, donc p < d, de méme et puisque
Q(N) # 0, on a aussi (X — )¢ divise (X — A\)P, donc p > d, d’ou
I’égalité.

B-Un résultat sur le polynéme minimal.

Posons J, = {P € K[X] tel que P(u)(x) = 0}, on vérifie facilement,
tenant compte de la relation (PQ)(u) = P(u) o Q(u), que J, est un
idéal non nul de K[X] car contient m,, donc engendré par un unique po-
lynéme unitaire de degré minimal noté w,, qui vérifie 7, ,(u)(z) = O,
car m,, € J, et qui divise m, car m, € J, et m,, engendre J,.

{meu tel que z € E,x # 0g} est fini car inclu dans

{P € K[X] qui divisent m,} qui est fini.
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3) Posons = ;6 Teu, C€ POlynome a bien un sens car d’ou S divise my4y ., de méme R divise m,,, et comme SA R =1, alors
x7#0g

{mzu tel que x € E,x # Op} est fini, et il est divisible par tous les po- RS divise M1y, d'oll I'égalité.

lynémes , ,, donc m(u)(z) =0,Va € £, dou m, = P/ - - - P*" divise , 5) Prendre e =z + -+ ;.
car m polynéme annulateur de u, donc V1 < i < r, P divise 7, donc
dx € E tel que z # Op, qu'on notera y; tel que P divise 7, ,, car P,
est irréductible.

Comme 7,(u) =0 = P (u H P (u), alors

2tmePartie
Etude de C = {u € L(E) tel que degm, =n — 1}

A-Le cas d’un endomorphisme nilpotent.

J#
k k(o) — k41, — _

E = Ker (P (u))® Ker (H P (u)) donc y; = x; + z;, avec 1) i E Eg g:kllf Ve) = 0= v ) =0(0) =0 =

i7 Comme on a déja Ker (vkﬂ) C Ker (vk+2), il suffit de montrer 'autre
x; € Ker (Pf(u)),z € Ker <H Pjaj(u)). inclusion.

ki En effet, =€ Ker (vF%?) = vF"2(z) = " (v(z)) =
— v(z) € Ker (vF*!) = Ker (v¥)
Supposons x; = O, alors y; = z; € Ker (H P;-xj (u)) donc = v*(v()) = vFF(z) =
j#i — z € Ker (vF)

HP 7 (u)(yi) = 0p, dott 7y, , divise HP 7, or P divise 7y, ,, donc 2) Utilisons la  contraposée de limplication  précédete, donc

J#i | S vl =0,0""2#£0 = E= Ker (v"!)# Ker (v"72) ,
divise aussi H Pjaj, impossible car les Pjaj sont premiers entre eux deux = Ker (v"72) # Ker (v"73)
J#i :
a deux puisque les P; sont irréductibles deux a deux distincts. Donc : 0
2 # 0p = {0} = Ker (v”) # Ker (v)
7 . n—1 _ . .
Montrons maintenant que m,,, = P, en effet R = 7, , divise P car or {0} € Ker (v) C -~ C Ker (v*) = E, donc les inclusions sont

z; € Ker (P (u)), mais aussi S = m,,, divise HP;-xj, pour la méme strictes. N .
ki 3) Montrer £ < Ker (vk), par récurrence sur k en utilisant le fait que
raison, donc R A S = 1, en utilisant la question suivante on aura P dim Ker (v*) < dim Ker (v**!), donc
divise 7,,, = RS et P* A S = 1, donc P divise R, d’ott I'égalité. dim Ker (v*) +1 < dim Ker (v"*').
Montrer Ker (vk) < k, par récurrence descendante sur k en utilisant le
4) Supposons z+y = 0, donc y = —z et par suite R(u)(y) = —R(u)(z) =0, fait que dim Ker (v*7') < dim Ker (v*), donc
donc S = m,, divise R, absurde. dim Ker (v*7') <dim Ker (v%) —1.
Drautre part : (RS)(u)(z +y) = R(u) o S(u)(z +y) = R(u) o S(u)(x) + 4) Si Ker (vP*1) = Ker (vP) @ F, alors dim F' = 2.
S(u)o R(u)(y) =0, car R(u) et S(u) commuttent, donc 7,4, ,, divise RS De plus vjp : ' — v(F) est bijective car Ker (vr) = F N Ker (v) C
Or mppy(u)(z + y) = 0, donc mupy(u)(y) = —Tapy(u)(z), dou Fn Ker (vP) = {0}, donc dimv(F) = dim F' = 2
(Rayyu)(u)(y) = R(u) © Topyu(u)(y) = —R(u) o Topyu(u)(z) = reF = vt (z) =0 car F C Ker (vPt!)
—Tpiyu(t) 0 R(u)(x) = 0, donc S = m,,, divise Rmyiyqy, o8 S AR =1, — v(z) € Ker (vP) car vP(v(z)) =0
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Donc v(F) C Ker (vP), mais aussi Ker (vP7!) C Ker (vP), donc
Ker (vP71) 4+ v(F) C Ker (vP).
D’autre part :
z € Ker (W) Nou(F) = 32’/ € F tel que z = v(a’) et vP~1(z) =0
= Jd2’ € F tel que z = v(2’) et vP(z') =0
= d2’ € FnN Ker (vP) tel que z = v(a’)
= z=0
car x = v(2’) tel que 2’ € F N Ker (vP) = {0}
Ainsi Ker (vP~')No(F) = {0}, don Ker (vP" 1)@ v(F) C Ker (vP), et
donc dim Ker (vP) > dim Ker (vP7!)+dimv(F) = dim Ker (vP~1)+2.

précédente, on montre que tous les \; sont nuls donc x = 0, donc
H NKzxy = {0}, ainsi leur somme est directe, de plus dim Kzg = 1,
donc dim (H @ Kzy) = n donc H @ Kzg = F.

Montrons maintenant H et Kz, sont stables par v.

Soit z € H, donc & = Aoy + ... + Ay—20" %(y), d'out

v(z) = Av(y) + ... + N30 2(y) € H, car v = 0.

Soit & € Kxg, donc x = Ao, d’ouv(z) = 0 € Kz car g € Ker (v).

B={y,v(y),...,v" 2(y),x} est une base de F car ruénion de deux
base de H et Kzg avec H ® Kzg = E. Dans ce cas
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Or dim Ker (v*71) > p — 1, dou dim Ker (v»7!) < p — 2, or 0 0
dim Ker (vP~!) > p — 1, absurde. 1 :
5) D’aprés la question 3) on a : J=Mpv)= 10
0 < dim(Ker (vk“)) — dim ( Ker (vk)) < 2, d’aprés les questions :
précédentes on a dim ( Ker (v*™)) — dim ( Ker (v*)) ¢ {0,2}, donc O ' 0 10
dim ( Ker (v*™)) = dim ( Ker (v*)) + 1, or dim ( Ker (v"7')) = n car
Ker (v"7') = E, donc par récurrence descendante on montre facilement
que dim ( Ker (Uk)) =k+1. B- Cas général.
6) Supposons Ker (v) C Im (v), et soit F' un supplémentaire de Ker (v)
dIans I;“_(”)a (Iionc Im_(U)F: Eielr (v) & F, d'ou 1) a) D’aprés la forme de M, on a :
m (v*) = v(1m (v)) = o(F) = m (v“f) et . uler) = eg, ..., u(en_2) = en_1,u(en 1) = agey + ... + u_oe,_1 et
Ker (U‘F) =Fn Ker'(v) = {0}, d apreszla formulg du rang aé)phquee a enfin u(e,) = aen. Donc u2(er) = u(es) = e5 et par récurrence
UF, on co'nch%t que : dl.mF = dim Im (v?) =n —dim Ker (v?) =n—3 sur 1 < kE < n— 2, on montre que wF(e;) = exss 6t enfin
mais aussi, dim /' = dim Im (v) — dim Ker (v) =n—-2-2=mn —4, W (er) = u (u2(er)) = w(en1) = GE1 + - . . + Cns€n_1.
absurde. - n n—2€n
7) a) Sionmontre que {y,v(y),...,v" *(y)} est libre, alors dim H = n—1. b)  R(u)(er) =u""e1) — Y apuf(er)
En effet : Soit Ag,..., Ao tel que Mgy + ... + X\ 20" %(y) = 0, k=0
composons par v" 2, donc A" %(y) = 0, car v"~' = 0 et donc 3
v = 0,Vk >n—1,0or v"23(y) # 0, car y ¢ Ker (v"2), donc = Q0f1F - OngCny Zakek“
Ao = 0, en composant aprés par v"~3, on trouve \; = 0 et ainsi de _ k=0
suite. Pour k € {2,...,n — 1}, on a e, = u*"!(e;), donc R(u)(e) =
b) Soit z € H NKxy, donc z = Azg = Ay + ... + Ap_20" 2(y), R(u) o u*f~1(ey) = uF~t o R(u)(e;) = 0.
or xg € Ker (v), donc z aussi d’on v(x) = 0 mais surtout D’autre part u(e,) = ae,, donc u*(e,) = afe, et R(u)(e,) =
v""2(z) = 0, en reprenant la méme démarche que dans la question R(a)(e,) = 0 car « racine de R.
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Ainsi R(u) s’annulle sur une base de E, donc sur E, d’ou R(u) = 0,
donc R est un polynome annulateur de w.

Supposons degm, < n — 2, donc m, = Ao + -+ + Ao X" 72,
avec les A\, non tous nuls. Or m,(e;) = 0 et u*(e;) = epy1, donc
Xoe1 + -+ Ap_2e,_1 = 0, avec les A\, non tous, donc la famille
{e1, - ,en_1} est liée, absurde car incluse dans une base. D’aprés
la question précédente on a m, divise R, et degR = n — 1, donc
degm, <n—1,ordegm, >n—1,donc degm, =degR=n—1, or
7, divise R et sont tous les deux unitaires donc égaux. D’ou u € C.

En développant suivant la dérniere ligne, on trouve que
0 O ... 0 Qp
1 0 ... 0 (03]

Xo=(a=X)xyypou M =10 "-. . = |,

. . 1 0 Ap_3

0 ... 0 1 Ap_9
matrice classique appelée matrice compagnon dont le polynéme ca-
ractéristque est exactement (—1)""!'R, formule qu’on obtient en
développant le déterminant suivant la derniere colonne.
D’ou x, = (—=1)"(X — a)R.
. qui est unitaire de degré n—1 divise x,, de degré n et de coéfficient
dominant (—1)", donc x, = (—1)"(X — a)m,, or x, et m, ont les
meémes racines qui sont les valeurs propres de u, donc « qui est racine
de x, est aussi racine de 7.
Onavy, = (X—-—a)fQet QAN (X —a)f =1 car Qo) # 0,
or xu(u) = 0, d’aprés le théoréme des noyaux on conclut que :
E = Ker (xu(u)) = Ker ((u—alg)f) ® Ker (Q(u)).
De facon pareille puisque, m, = (X — a)*!'Q et m,(u) = 0, on a
aussi E = Ker ((u—alg)"™') ® Ker (Q(u)).
En utilisant I'inégalité précedente on conclut que :
dim Ker ((u— alg)") = dim Ker ((u—alg)*t), or
Ker ((u—alg)*™) C Ker ((u—alg)¥), don I'égalité.
D’autre part, supposons que
Ker ((u—alp)*?) = Ker ((u—alg)**), donc
E = Ker ((u—alg)?)® Ker (Q(u)) = Ker ((u—alp)*?0Q(u

),

e)

f)

d’aprés le théoréme des noyaux, ainsi (X — a)*~2@Q est un polynome
annulateur de u donc divisible par 7, = (X — a)*71Q ce qui est
impossible, donc Ker ((u— alg)*=?) # Ker ((u— alg)*™), or
Ker ((u—alp)*?) c Ker ((u—alg)™"), d’ot I'inclusion est
stricte.

i. Vo € Ker ((u—alg)f) = Ker ((u—alg)'), on a (u—
alg)k=1(z) = 0, donc v¥(z) = 0.
Or Ker ((u—alg)f?) # Ker ((u— alg)*') donc v*~2 #£ 0.

ii. Raisonner de facon pareille que dans la question I1.A.7

On a H; C Ker ((u— alg)¥) donc

Hin Ker (Q(u)) € Ker ((u—alg)f) N Ker (Q(u)) = {0} car
(X —a)*AQ = 1 puisque Q(«) # 0, donc la somme H;+ Ker (Q(u))
est directe. Or E = Ker ((u— alp)*)® Ker (Q(u)) = Kzo® H; @
Ker (Q(u)) = Kxg ® H, avec H = H; + Ker (Q(u)) stable par u
en tant que somme de deux sous espace vectoriel stables par wu.

i. Soit B’ une base de H, alors B = {x}UB’ est une base de E avec
a 0 e 0

0
Mp(u) =

‘ M () , et ceci car u(xg) = axg,u = w
0

sur H qui est stable par u. Donc y, = (@ — X)X4-

Or x, = (—=1)"(X — a)*Q, donc x, = (—1)" (X — ) 1Q =

(—=1)" 7, et m,(a) = 0, donc x,(a) = 0, or m, et x,, ont les

mémes racines, donc m, () = 0.

ii. D’abord 7, (u) = 0sur H, car w = u sur H, d’autre part, comme
u(xg) = awxg, alors m,(u)(zg) = mw(a)zg = 0, donc m,(u) =0
sur Kzg, et comme E = Kz @ H, alors m,(u) = 0.

Ainsi m, divise m,, or degm, = n — 1 car u € C, d'ou
degm, > n — 1 et comme w est un endomorphisme de H et
dim H =n — 1, alors degm, < n — 1, d’ou I'égalité.

Soit e € H tel que m.,, = my,, et supposons que la famille
{e,w(e),...,w"2(e)} est liée, donc ils existent des coéfficients
Aos - - -, An_g 0N tous nuls tels que Age+Ajw(e)+. ..+ A, _sw™ %(e) =
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0, donc P(u)(e) = 0 avec P(X) = Ao+ M X + ...+ X\, 2 X" 2 de
degré inférieur a n—2, or deg 7., = n—1 ce qui contredit le fait que
deg 7. ,, est un polynome annulateur pour e de degré minimal. Ainsi

B = {e,w(e),...,w"%(e)} est libre dans H de cardinal n — 1 =
0 0 ... 0
1 0 ... 0 aq

dim H, donc base de H, avec Mg(w) = |0 R

. . 1 0 Ap_3
0 ... 0 1 p_2
= B U {xp}, on obtient Mg(u) de la forme (1).

3) Le sens direct découle de la question précédente, celui inverse découle de
la question II.B.1.c

En prenant B’

3mePartie

1) a) On sait que le déterminant est une forme n-linéaire donc continue.
D’autre part G(C) = det *(C*) et G(R) = det™(]0, +o0[) sont ou-

verts car C* et |0, 00| sont ouverts et det continue.
b) Posons A = (ai;)1<ij<n: B = (bij)i<ij<n €t AB = (¢ij)1<ij<n, avec
n

Cij = Z a; by ;, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

|
NE
s
&QM
ol
SN———
N
NE
v
<

¢) Montrons d’abors ce résultat, si £ est muni d’une norme d’algebre
Il et si x € E tel que ||z|| < 1, alors (1 — z) inversible d’inverse

E Zli'k.
k=0

En effet, on sait que (1 —z) Y 2% =1— 2" et
k=0
“+oo
i et 1, donc (1 — =1
) < P 0o el < 1 done (1) 3
Revenons a notre probleme maintenant, donc
|| <A = AT H] < AT H] < 1
“+oo
= [, + A~'H inversible, d’inverse Z(—A‘lH)k
k=0
Donc A + H = A(l, + A™'H) est aussi inversible d’inverse
+oo
I+ AT H) AT = (AT H)FAT = AT +Z ATTH)FAT,
k=0
+o0o
dott (A+ H)™ = A7 =) (-AT H)FA™
k=1
d) I suffit de montrer que Il{imO(A +H)t=A4""N
En effet, dans ce cas on peut supposer ||H|| < [|[A7!||7! et donc

Ir < 0 tel que |[A H| < r < 1, donc
A7 _HZ

< [ATHH)RAT Z |A= ]
k=0

I(A+H)™ = ATHH)RATY|

o0
< [H|JAT2D
. 2k:0
_ AEpATE
1—7r H—0

2) a) Posons A = (a;;)1<ij<n, B = (bij)1<i j<n, donc
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T(z) =det(zB+(1—x)A) = Z H(xbw(i) + (1 —2)ai () est un

o€S, 1=1
polynome en x de degré inférieur a n non nul, car 7'(1) = det B # 0.

1421
b) i lim 4(t) = lim y(t) = +2 il
t—17
et par suite ¢ aussi, or v(0) = 0 et v(1) = 1, donc ¢(0) = A et
(1) = B.
p

ii. On a det(t) = T(4(t) et T(x) = [[ = — 2, donc det ¢(t) =

i=1

1 :
=y <§>, donc 7y est continue

4)

00 ... 0 f 0 B = ta
n—2
Ona:M(t): 0 ’ : , avec ﬁOZﬁn_l_Zﬂkﬂk
: . 1 0 ﬁn_g 0 I k=1
0 ... 0 1 By O o .
00 ...0 0 8 gt =2 bb
k=0

Ainsi M (t) remplit les conditions des matrices de la forme (1), donc
M(t) € C(K).

D’autre part les coéfficients de M(t) sont des fonctions polyndmailes en
t, donc ¢ : t — M(t) est continue, c¢’est donc un chemin inclu dans C(K),

p
[[®)—2,0r Im(y(t) = z) =2tr —Imz sio<t<i joingnat J = (0) et M = 9)(1).
i=1 =2r(1—t)—Imz si0<t<1 5) Dlaprés 1 ; tcedente tout i ¢ étre fointe & J
prés la question précedente toute matrice peut étre jointe a J par un
Supposons Im(7(t) I z) =0. chemin continue inclu dans C(K), si on prend deux matrices quelconques
— lércas: 0 <t < 5 dans ce cas Imz; = 2tr < r, absurde. M et N dans C(K), on joigne M & J, puis J a N, donc M a N, d’ou
. 1 C(K) est connexe par arcs.
— 2&me cas : 5 <t <1, dans ce cas Imz; = 2(1 — t)r < r,
absurde.
Ainsi t — ¢(t) est un chemin inclu dans GL,,(C), joignant A et
B, donc GL,,(C) est connexe par arcs.
3) Découle du fait que les applications P +— PJ, P — P~! sont continues
donc leur produit aussi, et du fait que 'image d’'un connexe par arcs par Fll’l
une application continue est connexe par arcs. -
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