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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP,
comporte 5 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour 'appréciation des copies. 1l convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est

amené a prendre.
Définitions
Pour tout le probleme, on définit une famille d’équations différentielles (F}),cg+ par :

1 A2
VA eRT, y"+;y’— (1—1—;)y:0. (Fy)

par “solution d"une équation différentielle”, on fait référence aux solutions a valeurs réelles.
La partie I du probleme est largement indépendante des autres.

PARTIE I

1. Soit z un réel.
(a) Etudier, selon les valeurs de z, l'intégrabilité sur l'intervalle ]0, 1] de la fonction
t— ¥ et
(b) Montrer que cette méme fonction est intégrable sur l'intervalle [1, +oo].

2. A quelle condition, nécessaire et suffisante, sur le complexe z la fonction ¢ — t*~le™t est-elle
intégrable sur 'intervalle |0, +-00[ ?

3. Onpose TI'(z)= /(:OO t*“le7tdt, z¢€ CetRe(z)>0.
(a) Soit z un complexe tel que Re(z) > 0; montrer que
[(z+1) =2I'(2).
(b) En déduire, pour tout réel o > —1 et tout p € N*, I'identité
FNa+p+1l)=(a+p)(at+tp—1)...(a+ 1I'(a+1).

(c) Montrer que pour tout z > 0, I'(x) > 0.

(d) Calculer I'(1) et en déduire la valeur de I'(n + 1) pour tout entier naturel n.

4. (a) Soit z un complexe tel que Re(z) > 0; montrer soigneusement que

+oco
—1)" 1 +oo
I'(z) = Z e +/1 t#~ et dt.

|
e nt' n+z
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+oo
—1 n
(b) Montrer que la fonction z — Z (n') s est définie sur la partie C\ {0, —1,—2,... }
n=0 ’

du plan complexe et qu’elle y est continue.
La formule précédente permet de prolonger la fonctionT"'a C\ {0,—-1,-2,... }.

5. Soient a et b deux réels avec 0 < a < b, et soitt > 0.

(a) Déterminer max(t%~!, 1) selon les valeurs de t.
(b) Montrer que
Vaelab], 0<t™!<max(t* ! 1),
(c) En déduire que la fonction I est de classe C'! sur R et donner l’expression de sa dérivée
sous forme intégrale.

(d) Donner un équivalent de la fonction I' au voisinage de 0.

PARTIE IT

Soient A > 0, o un réel et Z an 2" une série entiere, a coefficients réels et de rayon de convergence
n>0
R > 0. Pour tout z €]0, R[, on pose

Yolz) = Z anz" e,

n=0
1. On suppose que la fonction y, est solution de I'équation différentielle (F) et que ag # 0.
Montrer que

=X, ((a+1)?=X)a1 =0, et Vnz2 ((a+n)—2A)a, =ap 2.

2. On suppose que a = A et que la fonction y, est solution de 1’équation différentielle (F) avec
ago 7'5 0.

(a) Montrer que
aof(a + 1)
22rpI T(a+p+1)
(b) Les a, étant ceux trouvés précédemment ; calculer le rayon de convergence de la série
entiere Z anz™.
n>0
(c) Montrer que si ap2*T'(A + 1) = 1 alors

VpeN, apgp1 =0 et ag =

+00
1 T\ 2p+A
Va>0, y(z)= —(—) ,
u () pzop!F()\—l—p—i-l) 2

puis donner un équivalent de la fonction y, au voisinage de 0.

3. On suppose que 2\ ¢ N; si p € N*, on note le produit (o + p)(a + p — 1)...(a + 1) par

Fa+p+1) .
—_— eC\{-1,-2,... }.
(a) En reprenant la question précédente avec @ = —\, montrer que la fonction

+o0
1 2p—A
> (3)"
S T(=A+p+1) \2

est aussi solution, sur R, de I'équation différentielle (F)).
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(b) Vérifier que la famille (y,y—»), d’éléments de C(R’ ,R), est libre et décrire I'ensembles
des solutions, sur R* , de ’équation différentielle (F)).

PARTIE III

Dans cette partie, on va construire, dans les cas A = 0 ou 1, une solution z) de I'équation
différentielle (F)), définie sur R, qui soit linéairement indépendante de la solution y,.

A- Ftude de (Fp)

On rappelle que
+o00
1
V>0, ylz)= Z 72352”
= (27p!)

Soit a > —1; on définit la suite (agp(oz))p <y par la donnée de ag() = 1 et la relation

azp(a) (o +2p)° = gy (a), p > 1 (1)-

1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

agp
Pl (a4 Qk

(b) On voit bien que, pour tout entier naturel p > 1, les fonctions ay, sont dérivables en 0 ; on
pose alors

_ dagy

P da

M%
w\»—t

(0) = az,(0)

B
Il

Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,
1
T
(c) Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere Z bpzzp

p=>1

2. (a) En utilisant la relation (1), montrer que , pour tout entier naturel p > 1,
(2p)2bp + dpag,(0) = bp_1,

avec la convention by = 0.
+0o0
(b) En déduire que la fonction zp : = — yo(z) Inz+ Z by 2?P est une solution de I'équation

p=1
différentielle (Fp) , définie sur R*,.

3. Vérifier que la famille (yo,20), d’éléments de C(R*,R), est libre et décrire I'ensembles des
solutions, sur R* , de I'équation différentielle (I7p).

B- Ftude de (F)

On rappelle que
+oo

1 T\ 2p+1
Vx>0, yl(x):];OM(Q) '

Soit a €]0, 2[; on définit la suite (02p(a))p oy par la donnée de co() = 1 et la relation

C2p(a)((a +2p)® — 1) = cyp-1)(@); p>1 (2).
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1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

u 1
cop(a) = ]};[1 m.

(b) On voit la aussi que, pour tout entier naturel p > 1, les fonctions cy, sont dérivablesen 1;
on pose alors

d02p b
dp = E(l) = Cl2p(1) et Hp= ;

| =

Montrer que, pour tout entier naturel p > 1,

1

d, = —
P 2%Hlpl (p+-1)

! (Hp + Hp+1 - 1)'

(c) Calculer alors le rayon de convergence de la série entiere E dpz2p .
p>1

2. (a) En utilisant la relation (2), montrer que , pour tout entier naturel p > 1,
((1+2p)* = 1)dy + 2(1 + 2p)ezp(1) = dp1,

avec la convention dy = 0.

+o00
(b) En déduire que la fonction u; : z — 2y;(z)lnz + dex2p+1 est une solution de
p=1
I’équation différentielle
1 1 2
" Zd (1 L _Z E
vy =+ )y = (En)

définie sur R7 .

3. (a) Montrer que I'équation différentielle (£;) posseéde une solution vy, définie sur R?, qui est
+o00o

de la forme v (z) = Z enz™ L.
n=0
(b) Vérifier que la fonction z; = v; — u; est une solution de I'équation différentielle (F1),
définie sur R .

4. Vérifier que la famille (y;,2;), d’éléments de C(R,R), est libre et décrire I'ensembles des
solutions, sur R* , de I'équation différentielle (I7).

FIN DE L’EPREUVE
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