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PARTIE 1

A - Résultats préliminaires
1. (a) On a selon 'inégalité triangulaire renversée : HP (2)] — !adde < ‘P (2) — aqz?|, puis selon I'inégalité

triangulaire on a

d—1
k
d—1 |ar2*| 1)
P(z) —aqz?| < apz®| = o(lagz?|) car =0 = ZE112/F7? tend vers 0 lorsque |z
[P(2) = aaz] < 3 Jaxst] =roo 0 (aaa]) ear Srgm = |74 v que |2

tend vers +o00. D’ou ’équivalence cherchée.

P
(b) D’apres le (a) 1P (=) admet 1 comme limite quand |z| tend vers 400, donc pour € = 1, il existe

) d
|laqaz?|
P
Ry >0,V |Z| > Ry, | (Z)| <l4e=
|aqz?|
A Lo [P (2)] 1 .
De méme pour € = ok il existe Ry > 0, V |z| > Ra, a2 >1—e= 5 On conclut en choisissant
aqz

R = max (Rl,RQ) .

2. (a) Puisque C est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors tout disque fermé borné est compact,
de plus I'application z — |P (z)| est continue, donc elle est bornée sur ce compact et atteint ses bornes,
notament sa borne inférieure.

1 1
(b) Selon 1-(a), il existe R > 0,V |z| > R, |P (z)] > i\ad||zd| 2§|ad|Rd, donc z — |P (2)| est minorée
sur {zeC / \%2 R}, de plus selon 2(a) elle lest aussi sur {z € C / |z| < R}. Ainsi z — |P (2)]

est minorée suc
Soit zg € C fixé, On peut choisir le R assez grand :

1

2|P a 1

R> <||a(TO)|) , de fagon que §|ad\Rd > |P(z0)|, et par suite V |z| > R, |P (z)| > |P (20)| .
d

Ainsiinf {|P (2)|, z € C} = min (inf {|P (2)|, |2] < R},|P (20)|) = min (min {|P (2)|, |z| < R}, |P (20)])
car inf {|P (2)|, |z| < R} est atteint selon le 2(a).
D’ou il existe z; € C, tel que : inf {|P (2)|, z € C} = |P (21)]

B - Premiére méthode analytique
1
1. (a) Par 'absurde si ¥V ¢t € ]0,1[, |o*Q (at)]| > 2 alors puisque @ est continue en 0 et @ (0) = 0, alors en
1
tendant ¢t vers 0%, on obtient 0 > 3 Absurde, dou 'exstence d’un tel ¢g.

(b) On a Q1 (ato)| = |1+ bakth + a*thQ (ato)| = |1 — th + oFEQ (ato)| < (1 —t8) + th |a*Q (ato)] car
(1 — tlg) > 0, d’ou d’apres le (a),

t t :
Q1 (ato)] < (1 —1t§) + 50 = ( - 20> < 1 puisque g € ]0,1].

2. Inégalité d’Argand :

P(y+2)

PG puisque @1 (0) = 1 et P non constant, alors ¢ (X) s’écrit
~y

Comme indiqué, on note Q1 (z) =

Q:1(X)=1 +ZaiXi avec n > 1.
i=1

Soit k = min {i € [1,n], a; # 0}, alors en notant b = ag, on aura Q1 (X) = 1+ bX* + X*Q ot Q est un

(L,
polyndome vérifiant @ (0) = 0. Nous sommes alors dans les hypothéses de la question (1), il existe donc
atg € C, |Q1 (ato)| < 1, en posant § = v + atp, on obtient |P (§)| < |P (y)|. CQFD.



3. Application :
Soit P un polynoéme non constant et zp € C, mi(g\P(z)| |P (z0)|. Si |P(z0)] # 0, alors la question
ze

précédente assure l'existence d'un complexe ¢ vérifiant |P (§)] < |P(z0)|. Absurde car l'application z ——
0)

(=
|P (z)| atteint son minimum absolu en zy. On conclut que P (z) = 0.

C - Deuxiéme méthode analytique

R?2 —C

;0 est de classe C!, et puisque P ne s’annule jamais sur C alors la fonction
(r,0) — re

1. La fonction {

C—C
5 1 est aussi C'. Enfin f est est classe C' comme leur composée.
P(z2)

~of B el p’ (Teie) 8f riet® p’ (rew)
e Ona: B (r,0) = —7]32 (rei?) 80 (r,0) = TR ey (rei?)
) 27 do
2. Soit F'(r) = . Plren)

0
a N a de€ja vu que la ronction etal € classe sur , aonc en particulier et — sont continues
On a déj la foncti était de cl Ct R2, d ticuli t f t conti

sur R x [0,27], de plus on intégre sur un segment ( pas besoin de domination), donc F est de classe

o 9 0 pr (o0
af e P’ (re)

1qur R R. F' (r) = = SR S A

ClsurRetVreR, F'(r) /0 g (r,0)do = /0 P2 (re) dg

(b) On va utiliser le théoréme de la convergence dominée généralisé :

e D’apres le préliminaire la fonction z — |P (z) | est minorée sur C et atteint sa borne inférieure.

Donc il existe zg € C, mig |P(z)| =|P (20)| = m avec m > 0 car P suppos¢ ne s’annulant jamais
zE
1 1
sur C. On conclut que V z € C, < —
[P (2)] = m
1
e Soit (ry,), une suite de réels positifs convergeant vers +oco. On note f, (0) = f (rn,0) = Plrac®)’
Tne

alors (f,),, est suite de fonction continues sur [0, 27| convergent simplement sur cet intervalle vers
la fonction nulle (selon le préliminaire) qui est continue.

1 1
e VneN, VOe[0,2n], |fn(0)] < — etla fonction constante § — — est continue intégrable sur
m m

[0,27] .

2m
Ainsi d’apres le théréme de la convergence dominée :  lim F' (r,) = / lim f,(6)do =0.

n—-+oo 0 n—-+oo

Enfin, d’aprés la caractérisation séquentielle des limites, on aura : lirf F(r)=0.
T—100

2
(c) Ona F(0) = =" Par ailleurs pour r # 0, on a :

P(0)
Tof Tof 1 . .
F'(r)= o (r,0)df = ; 50 (r,0)df = — (f (r,2m) — f (r,0)) = 0. Cette relation reste vrai

pour 7 = 0 puisque F” est continue en 0 ( F de clasbe C! sur R). Le fait que F’ = 0 sur l'intervalle R,
implique que F' est constant sur R, ce qui est contradictoire avec F' (0) # 0 et liIJP F(r)=0.
r——+o00

On conclut alors que P posséde au moins une racine complexe.
PARTIE 1II : Méthode algébrique

A - Premiers résultats :

1. (a) Soit P un polynome a ceofficients réels de degré impair (2d + 1) de coefficient dominant a # 0, alors
P (2) ~ioo az?dtl
ainsi liT P(z) x lim P (x)= —oo et par suite P, qui est continue, prend des valeurs positives et
T—T00 r——00
d’autres négatives, il s’annule alors sur R suivant le théoréme des valeurs intermédiares.

(b) Siu € L(F), avec dimension impair 2d + 1, alors son polyndme caractéristique X, sera aussi de degré
impair 2d + 1, il admet donc une racine réelle. D’ou u posséde une valeur propre réelle.



(c) Siune telle matrice existe alors ses valeurs propres réelles seront parmis les racines réelles du polynome
X? + X + 1 annulateur de A. Or ce dernier polynome n’a pas de racine réelles, d’ott Spg (A) = @. Ce
qui est absurde car dim R® = 3 impair, ce qui assure l’existence d’une valeur propre réelle.

2. (a) Soit A un scalaire donné.
e Puisque (u — Aidg) est un polynome en u, alors ker (u — Midg) et Im (u — Aidg) sont stables par
u.
e On a u et v commutent, donc aussi (v — Aidg) et v. D’ou ker (u — Aidg) et Im (u — Aidg) sont
stables par v.
(b) Ecartons le cas ou u et v sont des homothéties, dans lequel n’importe quelle droite de E répondera a
la question.
Supposons que u n’est pas une homothétie, puisque n est impair alors u admet au moins une valeur pro-
pre réelle A, d’apres le (a) les sous espaces ker (u — Midg) et Im (u — Aidg) sont stables par u et v et sont
contenus strictement dans F car A € Sp (u) et u n’est pas une homothétie : 1 < dimker (u — Midg) <
(n — 1) . D’autres part selon la formule du rang n = dimker (v — Aidg) +dimIm (u — Midg) est impair,
donc forcément dim ker (u — Aidg) ou dim Im (v — Midg) est impaire. CQFD

3. Soit dim E = 2n + 1, montrons le résultat par récurrence sur n.

e Pour n = 0, E = vect (a) est une droite vectorielle de dimension impaire, donc u et v admettent
chacune une valeur propre associée forcément au vecteur a, qui sera alors vecteur propre commun & u
et v.

e Supposons que chaque couple d’endomorphisme d’un espace de dimension 2d + 1 avec d < n admet un
vecteur propre commun. Soit alors dim E = 2n + 3 et (u,v) € (£ (E))*, donc selon 2-(b), E possede
un sous espace stable par u et v strict F' de dimension (2k + 1) avec k& < n. D’aprés 'hypothése de

récurrence les endomorphismes induits ug et vp ont un vecteur propre commun, qui sera aussi vecteur
propre commun de u et v. CQFD.

B - Endomorphismes d’un C—espace vectoriel de dimension impaire

1. On a F est non vide car contenant la matrice nulle et si M,N € F et A € R, alors ' (AM + N) = AM + N =
AM + N, donc AM + N € F. C’est donc un sous-espace vectoriel de M,, (C) considéré comme R—espace

vectoriel et par suite F est un R—espace vectoriel.
2. Notons M = (mkl)1<k,l<n € M, (C), avec my; = ap + 1Sy ot axg, By, € R.Si M € F alors tM = M,

donc V (k,1) € {1,2, ...,n}2, my, = My cad agp = ag et By, = — B, en particulier myp = ok

Ainsi M = Z kalEkl = Z ok B +Z oy (Bxi + Ei) +i8y; (B — Eig) , 1la famille est alors généra-
k=11=1 k=1 k<l
trice de F, puis elle est clairement libre. C’est donc une base de F.

(n—1) n(n-1)
2 + 2

n
On en déduit que : dimF =n + = n?. Cette dimension est impaire puisque n est
impair.

3. Soit A une matrice de M,, (C).

(a) La linéairité de u et v est évidente, puis pour M € F, on vérifie facilement que * (u (M)) = u (M) et
Y(v(M)) =v (M), donc u et v sont des endomorphismes de F.
(b) On a:
! {A (1 (AN — MtA)> n (1 (4D — MtA)) tA] L {A (1 (AM + MtA)> _ (1 (AM + MtA)) fA}
2 24 24 21 2 2 ’
cad uov (M) =vou(M). Donc u et v commutent.

Puisque F est R espace vectoriel de dimension impaire et u,v € L (F) commutables, alors selon
IT-A-(3) u et v ont un vecteur propre commun.

L (AMy + MIA) = a0, (1)
(c) On a % - , en faisant (1) +14 x (2) , on obtient : AMy = (A +iu) My.
% (AMy — MEA) = pMy  (2)

Donc (A— (A+ip)In) My =0 (3), si (A+ip) n’était valeur propre de A, alors (A — (A +ip) I,,)
serait inversible et par suite la relation (3) donne My = 0 ce qui est absurde puisque Mj est un vecteur
propre, donc non nul.

conclusion (X + i) est valeur propre complexe de A.




4. (a) Si u est un endomorphisme d’'un C—ev de dimension impaire, alors Sa matrice A dans une base de
E aura une valeur propre complexe suivant le 3-(a¢). Donc u aura aussi cette méme valeur propre
complexe.

(b) On reproduit exactement la méme démonstration du cas réel traité a la question II-A-(3).

C - Etude du cas général

C.I. Etude de l’assertion (i) de P}

1. G est le sous espace des matrices complexes "antisymétriques", il admet alors (Ey;)1 < k <l <n comme

. . nn—-1
base, sa dimension est alors g

2. (a) La linéairité de u et v est évidente, puis on a facilement wowv (M) = vou (M) . Donc u et v commutent.
nn-—1
(b) En écrivant n = 2¥p avec p impair, on aura dimG = g =2-lgonqg=1p (2kp — 1) impair,

comme produit de entiers impairs. La propriété Pr_, supposée vraie, permet d’affirmer que u et v ont
un vecteur propre commun.

(c) -
tA_
i. On a A]\EZ\—};]X% :AM_A)\NO(Q)(D , en remplagant dans (2), Ng *A par ANy — ANy, on obtient
: (A2 = XA+ pl,) Ng = 0.
ii. On aselon (i), (A — al,) (A — BI,) No = 0. Si W désigne la d*®™¢ colonne de Ny,

alors (A — al,) (A — BI,) W désigne aussi la d**™ colonne de (A — al,,) (A — 81,,) Ny, il est donc
nul.

iii. Si a n’est pas valeur propre de A et 5 n’est pas valeur propre de A, alors les matrices (A — al},)
et (A — BI,) seront invesibles, donc la relation (A — al,) (A — B1,) W = 0 entraine W = 0 qui
est absurde. Donc a ou 8 est valeur propre de A.

Matriciellement, on a prouvé que toute matrice A de M, (C) avec n = 2¥p admet une valeur

propre complexe, donc vectoriellement, tout endomorphisme f d’un C — ev de dimension n = 2¥p
admet une valeur propre. D’ou Iassertion () de P.

C.II. Etude de Dassertion (ii) de Py

1. D’aprés le (i) de Py prouvé ci-dessus, I’endomorphisme g admet une valeur propre, et donc un vecteur
propre associé noté a.

Si f est une homothétie, alors ce vecteur a est aussi vecteur propre de f. D’ou le résultat.
2. (a) Dans ce cas on conclut en appliquant la proprieté P; , supposée vraie a 'aide de I'hypotheése de
récurrence, aux endomorphismes induits par u et v sur cet espace F} ou F5.

(b) Puisqu f n’est pas une homothétie, alors F; C E ( contenu strictement), donc en passant aux dimen-
sions, on obtient g < p.
On note alors g; Pendomorphisme de F induit par g. D’apreés assertion (i) de la propriété Py, (déja
montré), g; aura un vecteur propre b € F; = ker (f — Midg) . Ce vecteur b sera alors vecteur propre
commun a f et g.

D - Retour au théoréme de D’Alembert Gauss
1. 1l s’agit d’une matrice compagnon dont le détérminant est archi-classique, notons alors L1, ..., L, les lignes
de la matrice A — X 1I,,, puis faisant ’opération :
Li+— L +XLs+ ..+ X" 'L,, on obtient :
0o .- 0 —P(X)
1 —-X aq
det (A— XI,)=| 0 :
S 1 =X ap
0o --- 0 1 ap1—X
puis développant ce dernier déterminant par rapport sa premiére ligne, on aura

det (A — XI,)) = (=)™ (=P (X)) = (=1)" P(X).



2. D’aprés la partie C toute matrice A de M,, (C) admet une valeur propre. Or les valeurs propres de A ne
sont autres que les racines de P. D’ott P admet une racine complexe.

3. Soit @ un polynéme non constant de degré n > 1 et de coefficient dominant a # 0, alors @) s’écrit sous la
n—1
forme Q (X) = aP (X) ou P de forme P = X" — Z ar X", qui admettera une racine complexe d’apres le
k=0
(2) ci-dessus.

Conclusion : Tous polyndéme non constant admet au moins une racine complexe.

*ok ok kok ok FIN * % % % % %



