Concours National Commun - Session 2008
Corrigé de 1’épreuve de Mathématiques I1

Sur les classes de similitude de matrices carrées d’ordre 2
Corrigé par M.TARQI

I. Résultats préliminaires

1. (a) Un matrice B € M5(K) est semblable a A si et seulement si il existe une matrice P € GLy(K)
tel que B = PAP~!, donc Sx(A) = {PAP~1; P e GLy(K)}.
(b) Mest clair que Sk (zl2) = {P(xl)P~1; P € GLy(K)} = {xl5} est singleton.

2. (a) Onadet E)\ = F) =1 # 0, donc les deux matrices sont inversibles, E;l = ( L=A ) =F_,

0 1
etF/\_1:<_1>\ ?)ZF_,\.

(b) On a, pour tout A € K,

—c)\? —
E)\AE)\1:<)\C+G e+ (d a)/\—i—b)

c —cA+d

F)\AFA]':( bA+a b )

b+ (a—d)X+c br+a

(c) Dans ce cas on aura VP € GLy(K), PAP™! = A, en particulier on aura V) € K,

[ Aeta —eXNH+(d—a)dA+b\
EXAE, _< c —cA+d =4
et
-1 _ bA+a b o
P\AE, _(bA2+(ad)>\+c bhta )=
a+Xc=a a—Ab=a
On obtient donc VA € K, { —cA2+(d—a)A+b=0b et{ —b )+ (a—d)A+c=c .Don
d—ch=d atel—a

a=detb=c=0etpar conséquent A = als.
3. (a) Soit ¢ l'isomorphisme de M3 (K) dans K* défini par :

<p(< ot >) — (a,b,c,d).

Ainsi ||Als = |l(A)]l2 (||.]]2 1a norme euclidienne de K* ), donc ||.||s est une norme.

b alors
d 7

anr— [ @ b e\ _ [ la®+[p]* ac+bd
“\c d d ) ca+db |cP+|d? )’
donc tr(AA*) = |a* + [b]*| + |c|* + |d]* = ||A]|Z.
Comme tr(AB) = tr(BA), alors
|U*AU||% = tr(U* AU (U* AU)*) = tr(UU* AA*) = tr(AA*) = | A||%,

a

(b) Si A= ( ’

(SIS

de méme ||[UAU*||s = || 4|s-
4. (a) Les deux parties en question sont des parties d"une partie bornée, donc elles sont bornées.

(b) Soit M > 0 tel que VB € Sk(A), ||B|ls < M. En particulier, on aura pour tout A € K:
|EXAE|s < M et ||[FyAFy !||s < M, donc d’apres les calculs faites dans la question 2.(b),
on obtient VA € K:

la+ o> < M ,
b+ (d—a)dA— AP <M

donc nécessairement a = d et b = ¢ = 0 et par conséquent A = als.

{ la+ > <M
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5. Toute partie compacte est bornée, donc si Sk(B) est compacte, alors B est une matrice scalaire.

6. tr est une forme linéaire, donc continue, et A — det est le composé de deux applications continues
A = [Cy,C5] — (C4, Cy) (linéaire en dimension finie ) et (Cy, Cs) — det(Cy, Cy) (bilinéaire en
dimension finie ), donc I’application A — det A est continue.

7. Soit A et B deux matrices de M (K) semblables, alors il existe P € GLy(K) telle que B = PAP~!,
donc les propriétés de tr et det, on a:

o tr(B) = tr(PAP™!) = tr(P71PA) = tr(A).
o det(B) = det(PAP~!) = det Pdet Adet P~! = det A.
e x5(A\) =det(B — A3) = det(P(A — M) P~ = det(P — A\2) = xa()).

II. Condition pour qu'une matrice de similitude de M»(K) soit fermée

1. (a) Aadmetdeuxvaleurs propres distinctes, donc diagonalisable et donc semblable a ( g\ 2 ) .

(b) Si A est diagonalisable, alors il existe P matrice inversible telle que

- A0 -1 _
A—P<0 )\>P = Aos.

La réciproque est evident.
(c) Dans ce cas dim Ey = 1 ( E = Vect{u} le sous-espace caractéristique associé a A ). Soit v un
vecteur (non nul) vérifiant (A — AI3)v = u et forme avec u une base, alors dans cette base la

. . A s Al
matrice canoniquement associé A s’écrit B = ( 0 A > .

2. (a) Si A =zl alors Sk(A) = {A} est un singleton, donc est un fermé.

27k 0 Al 2k 0 A 27k . .
(b) OnaAk( 0 1>(0 A)( 0 1)<0 \ >,doncklin;oAkA12.Lasu1te

A0
0 A

A5 ¢ Sk(A), donc si A est non diagonalisable, alors Sk (A) n’est pas fermé.
() i. Onapourtoutk €N, P,(A— ng)Pl;1 = P;CAP,;1 — aly, donc

(Ag)gen+ est une suite d’éléments de Sk (A), car € Sk(A) et qui converge vers

lim Py(A—al)P; ' = (B - al),
k—oo

et par continuité de I'application det,

det(B — aly) = lim det(Py(A - al,) Py = 0.

ii. D’apres la derniere question, Spy (B) = {A, 1}, donc B est diagonalisable et semblable
(A
Ao
converge dans Sk(A), donc Sk (A) est fermée.

2 ), donc B € Sk(A). Ainsi on a montré que toute suite d’éléments de Sk(A)

3. Tout polyndme dans C[X] admet des racines, donc Sp.(A) est toujours non vide.
¢ SiSp.(A) = {\, u}, alors A est diagonalisable et donc Sk (A) est fermée.
® Si Sp (A) = {A}, alors si A est diagonalisable, alors A = AI; et dans ce cas Sx(A) est fermée.
Réciproquement, et dans les cas, supposons Sk (A) est fermée, donc si A est non diagonalisable,
alors d’apres la question 2.(b) de cette partie, Sk (A) n’est pas fermée ce qui est faux.

4. (a) SiA= ( Ccl Z >, alors x(A\) = A? — tr(A)\ + det A, donc si Spy(A) = 0, alors x n’a pas de

racines et donc A = (tr A)? — 4det A < 0.
(b) On sait d’apres le théoreme de Cayely-Hamilton que A? — (tr A)A + (det A)I> = 0, donc on

obtient :
4 trA trA
2
4 tr A)?2
- 5 (A2 ~ (tr A)A + (r4)12)

4 tr A)?
- 5 (—(det Ap + r4 ) 12> — 1
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(c) Onad’abord f(e) # 0, car sinone = — f?(e) = 0. Soient « et 3 des réels tels que ae+3f(e) = 0,
donc af(e) +Bf2(e) = af(e)e—PBe =0.Sia # 0, alors e = %ﬂf(e) etdonc (o + 3%)f(e) =0,
et ceci est absurde, ainsi o = 0 puis 8 = 0. Donc {e, f(e)} est une base de R? et la matrice de

f dans cette base s’écrit A; = ( (1) _01 )

(d) Soit P = [e, f(e)] la matrice de passage canonique a la base {e, f(e)}, alorsona A’ = P71 A'P,

donc ) A
tr
S(A-—L ) =P AP
(a-5e) =
ce qui entraine
A
A = trTIQ—f—gP_lAlP

L pa(md, Lo
= P (212+2A1P

. 1 1 trA _(5
B §P ( 6 trA)P

= P tA'P

Donc les deux matrices A et A” sont semblables dans M3 (R).
(e) i Ona klim (PLAP; ) = A, donc par continuité des applications tr et det, on obtient tr A =

tr A etdet A = det A.

ii. AetAontméme trace et méme déterminant donc d’apres la question 4. de cette partie,
les deux sont semblables a A”, donc elles sont semblables.

5. Soit A € M3(R). Si A est diagonalisable alors Sg(A) est fermée, d’apreés la question 3. de cette
partie.
Spgr(A) = 0, alors toute suite convergente d’éléments de Sg(A), d’apres la derniere question, sa
limite reste dans Sg(A), c’est-a-dire Sg(A) est fermée.
Réciproquement, supposons Sr(A) est fermée. Trois cas sont possibles, soit Sp(A) = {\, u} est
donc A est diagonalisable, ou bien Spy (A) = {A} et dans ce cas A = AI;, car sinon Sg(A) sera non
fermée, ou bien Sp(4) = 0.
Ainsi on a montré que Sg(A) est fermée si et seulement si A est diagonalisable ou bien Spy (A4) = 0.

III. Une caractérisation des matrices diagonalisables de My (R)

1. Un résultat de réduction

(a) Tout polyndme de degré 2 qui a une racine dans K est scindé, donc si Sp (G) # 0, alors x¢
est scindé dans K.

(b) D’apres le cours, on a:

/ /

uy — (uhlug)uy

1
U = —— etug =
[[uf ] [[ug — (uslur)uq|
(c) Siuy = aey + beg et ug = cey + dey, alors U = < Z ; > et comme {u1,us} est une base
af? + b2 =1
orthonormée, alors ¢ |c[* + |d|* =1 . Autrement dit, UU* = I.
ac+bd=0
(d) ui et uf étant colinéaires, donc g(u1) = Auy. Soient a et 5 des scalaires tels que g(uz) =
A . . .
auq + PBusg, donc T = 0 g , donc nécessairement 3 = p, et puisque U est la matrice de

passage de la base {ej,e2} a la base {uy,us}, alors G = UTU~! = UTU*. On a évidement
IGlls = ITlls = /A + [ul? + [af®.
2. Calcul d’une borne inférieure

(@) L'ensemble {||PAP~!||s; P € GLy(K)} est une partie non vide, car elle contient ||A4]|, et
minorée ( par 0 ), donc admet une borne inférieure.
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(b) Soit B € Sk(A), alors Spy (A) # 0 si K = R et donc il existe U € GLy(K) telle que

B=U ( Ao > U*
0 n
( A ety les valeurs propres de B ).
Ainsi || Blls = [UTU*||s = [Tlls = /AP + [u* + [al* = V/IN? + [ul?
(c) SiSpy(A) = {A, u}, on prend o = 0. Si Spy(A) = {A}, alors puisque A est trigonalisable,
pour tout t € R* on peut toujours trouver une base de K? dans laquelle la matrice de 1’en-

domorphisme canoniquement associé a A s’écrit sous la forme ( 8\ t;j ), donc V¢ € R*
(0 ') ess
(d) D'une part on a VB € Sk(A), ||Blls > /|A? + |u|?. D’autre part V¢ € K*, A €
son(3 0)-(3 2)al(d 2)], -
inf [ Blls = /AP + [ul.

BeSk(A)

(e) Si A est diagonalisable, alors ( A

0
0 4 ) € Sk(A) et donc

ut 18ls = VIRERE = (3 5 ) )

donc la borne inférieure de {|PAP~!||s/P € GLy(K)} est atteint.
Inversement, soit G € Sk (A) telle que . igf(m |Blls = |Glls = v/IA]? + |p|?, Mais d’apres la
€Sk

question 1., il existe matrice U € GL3(K) telle que UU* = I, et G = UTU*, donc T € Sk(A)
et par conséquent

inf | [1Blls = VAP +[nf = Glls = VIAR + [uf? + |af?,

BeSk(

Be S(A)

donc nécessairement o = 0 et donc G et par conséquent A est diagonalisable.
3. Application
(@) Ona 5 iélf(A) |Blls = /IA? + |u|?, donc d’apres la caractérisation de la borne inférieure, pour
[Se
1
tout k € N, il existe une matrice P, € GL2(K) telle que || Py APk~ |s < /|2 + || + TEwE

(b) lasuite (|| Py APk~!||s)ken étant bornée, donc on peut extraire une sous-suite (PW( mAP, k)) e
€

qui converge vers ﬁ, et comme Sk (A) est fermée, alors Ac Sk(A) , donc il existe P inversible
telle que A = PAP L.
MaisonaVk € N :

P AP |ls < /)2 24—
[Pty AP,y ls < VAP + |l +¢(k)+1

et par passage a la limite on obtient :

[Alls < VIAZ +[ul? = inf [[B]s.

BeSk(A)

Donc la borne inférieure de {||[PAP~!||s; P € GLy(K)} est atteint en A et par conséquent A
est diagonalisable.
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IV. Cas d’une matrice réelle n’ayant aucune valeur propre réelle

1. Ona
, 2[(a b atd 0
Mo=5\ea) Lo o
_o2(t b
Lo o
B 2 (agd b )
 V2ad — 4bc — a2 — @2 c dg“ '
a—d
o =
\/Qad—4gcb—a2—d2
Donc ¢ (= , et on vérifie facilement que o + By = —1.

V2ad — 4bc — a2 — d2
2c

v

V2ad — 4be — a2 — d2

2. Siv = (z,y),alors f(v) = (ax + By, vz — ay et par conséquent (v|f(v) = az?® + (B + v)yx — ay?.
Soit y fixé dans R*, I'équation az? + (3 +7v)yz — ay?® = 0 est une équation de second degré (o # 0),
dont le discriminant vaut [(8 + v)y]* + a?y? > 0, donc pour chaque y € R* on peut trouver z tel
que az? + (B + v)yz — ay? = 0, 'est-a-dire (v|f(v) = 0.
Si f(e) =0, alors e = — f%(e) = 0, ce qui est absurde.

3. Les deux vecteurs u; et uz sont unitaires et orthogonaux, donc la famille {u1,us} est une base
orthonormée de I'espace euclidien (R?, (.].)).

[ell

o7 /(0 = L hum et o) = e =~ done

Ona f(u1) = —f(e) = el
0 _ e
_ 7]
My = ( Lo '0( AR

[lell
4. Les deux bases sont orthonormées, donc la matrice de passage U de (e1, e2) a (u1, u2) est orthogo-

) tr M
nale et on a la relation M’ = UM}U ou encore iMl =M — rTIQ, d’ou:

M = gM’ G uMy g(UMfU) GuMy
§ trm ]

0 -4 tr M 0
B U|:< 0 >+< 0 s >:| tU
g 5 )00 e

1 =5 \*
U(trM 7 )U

2 t6  trM
1/ tweM 15\ .
- U2( - ) U = UMLU,
L el
avecl = - = > 0.
O
1
5. (a) Ona M" € Sg(M), donCB isnf(M) |Blls < [|M"||s = \/4 [2(tr M)? +26%] = V2det M.
€Sr

(b) On a [ My = meugz (zué)} > L2 d0R 4267 = MY, car Vo > 0,

T+ — > 2.
x
On sait que M et M" sont semblables, donc M"” € Sg(M) et comme |M"||s = vV2det M,

alors inf ||B|ls = ||[M"|ls = V2det M.
BeSr(M)
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6. D’apres ce qui précede, inf{||PMP~!||s; P € GLy(R) inf ||Blls = ||M"]|s, cette borne est

b= BeSg(M)
atteint en toute matrice de la forme UM"*U ot U est orthogonale.

7. Conclusion : On sait d’apres la question 5. de la partie II que Sg(A) est fermée si et seulement si

A est diagonalisable ou bien Sp (A) = () et on sait d’apres la partie III, que A est diagonalisable si
et seulement si inf{||PAP~!|s; P € GL2(R)} est atteint, enfin d’apres la partie II et la derniere
partie si Spy (A) = 0 alors inf{||[PAP~!||s; P € GLy(R)} est atteint.
Réciproquement, si inf{||[PAP~!||s; P € GLy(R)} estatteint, alors Spy(A) = () oubien Spy(A) # 0
et dans ce cas, d’apres la partie II1.2.(e), A est diagonalisable. Ainsi on a montré que la borne
inférieure de {||PAP~!||s; P € GL(R)} est atteinte si et seulement si Sg(A) est fermée dans
M, (R).

M.Tarqi-Centre Ibn Abdoune des classes préparatoires-Khouribga. Maroc
E-mail : medtarqi@yahoo.fr
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