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Matrices à diagonale propre (CCP 2008, MP)

PROBLÈMES CORRIGÉS MP

19 OCTOBRE 2013

Êtes-vous accro l’Internet ? La réponse serait oui si :
• A trois heures du matin, vous vous levez pour un be-
soin pressant et regardez en revenant si vous avez reçu
des mails.
• Vous inclinez la tête gauche quand vous souriez
• Sur la porte de la cuisine est écrit : "upload"
• Sur la porte des toilettes est écrit : "download"

Blague du jour

⌣̈

Mathématicien norvégien. Il a participé activement à la créa-
tion de la théorie des symétries continues, et l’a appliquée à la
géométrie et aux équations différentielles. On lui doit la création
de l’algèbre de Lie, ainsi que des groupes de Lie. Soupçonné
d’être un espion allemand, il profite de son incarcération pour
avancer sa thèse sur « une classe de transformation géométrique.
Il était marié à la petite fille de Niels Henrik Abel.

Sophus Lie (1842-1899) M
athém

aticien
d
u
jou

r

Les matrices diagonales et les matrices triangulaires sont des exemples triviaux de matrices ayant leurs valeurs propres sur la diagonale.
Ce problème s’intéresse aux matrices vérifiant cette particularité.
Dans ce problème, toutes les matrices sont à coefficients réels et n est un entier, n ≥ 2. On dira qu’une matrice A = (aij) de Mn(R) est
une matrice à diagonale propre si son polynôme caractéristique est scindé sur R et si ses termes diagonaux sont ses valeurs propres avec
le même ordre de multiplicité, c’est-à-dire si le polynôme caractéristique de A est

χA(X) =
n

∏
i=1

(aii − X)

On pourra noter en abrégé : A est une matrice MDP pour A est une matrice à diagonale propre. On notera En l’ensemble des matrices
de Mn(R) à diagonale propre.
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Partie I. EXEMPLES

1. Soit α un réel et M(α) =





1 −1 α

0 2 −α

1 1 2− α





a. Calculer, en donnant le détail des calculs, le polynôme
caractéristique de la matrice M(α). Démontrer que, pour
tout α, la matrice M(α) est une matrice à diagonale pro-
pre.

b. Quelles sont les valeurs de α pour lesquelles la matrice
M(α) est diagonalisable ?

2. On considère la matrice A =





0 0 −1
0 0 0
1 0 0



. Cette matrice an-

tisymétrique A est-elle une matrice à diagonale propre ?
3. Cas n = 2 : Déterminer E2 puis montrer que E2 est une partie

fermée deM2(R).

Partie II. TEST DANS LE CAS n = 3

4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
matrice à diagonale propre soit inversible. Donner un exem-
ple de matrice à diagonale propre (non diagonale) deM3(R),
inversible et telle que A−1 est également une matrice à diago-
nale propre. On donnera A−1

5. Soit A = (aij) une matrice de M3(R), démontrer que A
est une matrice à diagonale propre si et seulement si, elle

vérifie les deux propriétés suivantes : det A =
n

∏
i=1

aii et

a12a21 + a13a31 + a23a32 = 0
6. Utilisation de la calculatrice

a. Écrire un algorithme en français qui, à partir d’une ma-
trice A = (aij) ∈ M3(R), teste si la matrice est ou n’est
pas une matrice à diagonale propre. On considère que
l’algorithme suppose connu le calcul du déterminant.

b. Écrire ensuite cet algorithme sur la calculatrice (il n’est
pas demandé d’écrire sur la copie le programme en lan-
gage calculatrice). Parmi les matrices suivantes, indi-
quer les matrices à diagonale propre :

A1 =





−1 0 3
−3 2 3
0 0 2



 A2 =





5 2 2
−8 4 0
1 1 4



 A3 =





1 −1 4
0 2 −4
1 1 −2





A4 =





4 2 0
0 2 0
−2 −2 2



 A5 =





1 1 1
−1 1 1
−2 3 6



 A6 =





2 0 2
−2 4 2
2 −2 2





A7 =





0 1 0
0 2 1
1 0 3



 A8 =





0 1 0
0 0 0
1 0 1





c. Conjecturer une condition nécessaire et suffisante sur
les produits a12a21 ; a13a31 et a23a32 pour qu’une ma-
trice A = (aij) ∈ M3(R) à diagonale propre inversible
soit telle que A−1 soit également une matrice à diago-
nale propre (on demande juste de donner cette conjec-
ture sans chercher à la prouver).
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Partie III. EXEMPLES DEMATRICES PAR BLOCS

7. Si M =

(

A B
0 C

)

est une matrice de Mn(R) par blocs (les

matrices A et C étant des matrices carrées), démontrer que
detM = (det A)(detC)

(on pourra utiliser les matrices par blocs
(

Ir 0
0 C

)

et
(

A B
0 Is

)

en donnant des précisions sur les tailles des matrices qui in-
terviennent).

8. Donner un exemple d’une matrice M à diagonale propre de
M4(R) (matrice 4× 4) dans chacun des cas suivants :

a. La matrice M contient treize réels non nuls (on expli-
quera brièvement la démarche).

b. M =

(

A B
0 C

)

où les matrices A, B et C sont toutes des

matrices de M2(R) ne contenant aucun terme nul (on
expliquera brièvement la démarche).

Partie IV. QUELQUES PROPRIÉTÉS

9. Si A est une matrice de Mn(R) à diagonale propre, démon-
trer que, pour tout couple (a, b) de réels, les matrices aA+ bIn
et les matrices atA+ bIn sont encore des matrices à diagonale
propre.

10. Si on note Gn l’ensemble des matrices à diagonale propre in-
versibles, démontrer que Gn est dense dans En.

11. Matrices trigonalisables

a. Une matrice trigonalisable est-elle nécessairement une
matrice à diagonale propre ?

b. Justifier qu’une matrice à diagonale propre est trigonal-
isable.

c. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une matrice de Mn(R) soit semblable à une matrice
à diagonale propre.

12. Démontrer que toute matrice de Mn(R) est somme de deux
matrices à diagonale propre. En est-il un sous-espace vectoriel
deMn(R) ?

Partie V. MATRICES SYMÉTRIQUES ETMATRICES ANTISYMÉTRIQUES

On notera Sn le sous-espace vectoriel de Mn(R) formé
des matrices symétriques et An le sous-espace vectoriel de
Mn(R) formé des matrices antisymétriques.

13. Question préliminaire Soit A = (aij) une matrice de Mn(R),
déterminer trace(tAA).

14. Matrices symétriques à diagonale propre

a. Soit A = (aij) une matrice de Mn(R), symétrique dont
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les valeurs propres sont notées λ1, ..,λn. Démontrer que
n

∑
i=1

n

∑
j=1

a2ij =
n

∑
i=1

λ2
i

b. Déterminer l’ensemble des matrices symétriques réelles
à diagonale propre.

15. Matrices antisymétriques à diagonale propre
Soit A unematrice antisymétrique deMn(R) à diagonale pro-
pre.
a. Démontrer que An = 0 et calculer (tAA)n.
b. Justifier que la matrice tAA est diagonalisable puis que

tAA = 0.
c. Conclure que A est la matrice nulle.

Partie VI. DIMENSIONMAXIMALE DANS En

16. Question préliminaire
Indiquer la dimension deAn (on ne demande aucune démon-
stration, la réponse suffit).

17. Soit F un sous-espace vectoriel de Mn(R) tel que l’on ait
F ⊂ En. Démontrer que

dim F ≤
n(n+ 1)

2
pour cela on pourra utiliser dim(F+An). Quelle est la dimen-
sion maximale d’un sous-espace vectoriel F de Mn(R) vérifi-
ant F ⊂ En ?

18. Déterminer un sous-espace vectoriel F de Mn(R) vérifiant
F ⊂ En, de dimension maximale, mais tel que F ne soit pas
constitué uniquement de matrices triangulaires.

F

i

nF
i

n
Á la prochaine
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